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Algebra liniara, geometrie analitica gi diferentiald



Capitolul 1

Spatii vectoriale finit
dimensionale

1.1 Definitia spatiului vectorial. Exemple

Fie K un corp comutativ (in general K va fi R sau C).

Definitia 1.1.1 Se numeste spatiu vectorial peste corpul K o multime V' # ()
dotata cu doua operatii:
+: VXV >V (e,y)—z+y
KxV o V(wz)—a-x
astfel incat sunt verificate urmatoarele axiome:
I. (V,+) este grup comutativ
IIlL.a-(z+y)=a-c4+a-y
2. (a+p)-z=a-z+p0-z
II3. a-(B-z)=(a-B)-x
14.1 -z ==,
Vez,yeV, Va ek 1eKfiind elementul unitate.

Vom nota acest spatiu vectorial prin (V, +, -, K).

Elementele spatiului vectorial V' se numesc vectori, iar elementele corpului
K se numesc scalari. Operatia "+” se numeste adunarea vectorilor, iar ”-” se
numeste inmulfirea vectorilor cu scalari. Elementul neutru al grupului (V, +)
se noteaza Oy si se numeste vector nul.

Exemple: 1. (R, +,-,R) este spatiu vectorial.

2. (K, +, -, K) este spatiu vectorial, K fiind corp comutativ.

3. (R", 4+, -, R) este spatiu vectorial.
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Fie R* =R x R x --- x R (n - numar natural fixat). Daca x € R", atunci

de n ori

x este de forma = = (x1,...,%,),%1,...,2, € R. Operatiile 7+ gi ”-” se
definesc astfel:

+:R*"XR*" - R (z,y) —»z+y

def
T = (361,...,5En),y= (yla"'ayn)ax_i_y = ($1+yla---,$n+yn)
RxR" - R (a,2) » - x
def

a-x = (- 21y, Ty)

Sa verificam ca (R", +, -, R) este spatiu vectorial:

- operatiile sunt corect definite, adica z + y,a - ¢ € R";

I. (R",+) este grup comutativ;

1. 747 este asociativa: V 2,9,z e R", (z+y)+z=2+ (y + 2)

T = (x17$27"'7$n); y= (y17y27"'7yn); z = (21,22,...,Zn)

(z+y)+z=(z14+y,T2+Yy2,.. ., Tn+yn)+ (21,22, ...,2n) = ((x1 +y1) +
21, (T2 +y2) + 22,5 (T +yn) +20) = (x1+ (Y1 +21), 22+ (Y2 +22), - - -, Tn +
(Yn +20)) = (T1,72,. .., o0) + (Y1 + 21,92 + 22, ., Yn + 20) =T+ (Y + 2)

2. 747 admite element neutru:

JeeR" astfel incat Vax € R?, avem e+ =2 +e=x.

Fie e = (e1,e9,...,en) si ¢ = (z1,29,...,2,). Egalititile (e; + z1,e2 +
... ybn+xy) = (x1 +e1,29+€2,...,2, +€,) = (21,22,...,2T,) implica
e1+x1=x1+e =z1,Vz1 €ER, decieg =0

én+xp,=x,+e, =z, Vz, ER, decie, =0.
not

Obtinem e = (0,0,...,0) = Ogn.
N———

: de n ori o
3. Orice element din R” este simetrizabil:

Vz € R*, 3z’ € R" astfel incat ¢ + 2’ = 2’ + 2 = Ogn.

Fie x = (21, 22,...,2y) si 2’ = (2], 2},...,2}). Egalitdtile (1 + 2}, 22 +

xhy o xn + ) = () + z,2h + 29, ., 2), + 2,) = (0,0,...,0) implica
de n ori

z1+a) =12 +21 =0, deci 2} = —1
zn + 2, =z, + 1z, =0, deci z], = —zp.

Obtinem 2’ = (—z1, —x2,...,—Zn) g = (=1) - .

4. 747 este comutativa: Vz,y e R", s +y=y+x

Fie z = (z1,x9,...,2y) siy = (y1,Y2, .., Yn). Atunci avem:

z+y = (T1+y1, T2+y2, - Tntyn) = 1+, Y2+ T2, - YntTn) = Y+
ILla(z+y)=a-z4+a-y, Ve, ye R", a €R
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a-(z+y)=a-(x1+y, 22+ Y2 Tn +yn) = (- (z1 +y1),a- (22 +
y?)a' S0 (xn + ?/n)) = (CM,’L‘l + oy, aze + aya, ..., 0Ty + Oéyn) = (CM,’L‘l +
ALy, ...,axy) + (Qy1,ays,...,ayy) =a-c+a-y

Analog se verifica axiomele I1.2, 11.3 gi 11.4.

4. (K", +,-,KK) este spatiu vectorial, K fiind corp comutativ. Prin definitjie,
K" = K x K x --- x K; operatiile ”+” gi ”-” se definesc analog Exemplului 3.

de n ort
5. Mmn(R),+,-,R) este spatiu vectorial in raport cu operatiile uzuale

de adunare a matricelor si inmultire a matricelor cu scalari.

Consecinte ale definitiei spatiului vectorial

)0-z2=0y,VzeV

2) a-0y =0y, VaekK

3) Daca «- z = Oy, atunci o = 0 sau 2 = Oy

4) (-1)-z=—z, VeV

Demonstratie:

1) Utilizdm axioma II.2 cu « =11 8 =0.

2) Utilizam axioma II.1 cu z = y = Oy sau IL.3 cu 8 = 0.

3) Daca a = 0, afirmatia este adevarata. Dacd a # 0, aratam cad x = Oy :

1

r=1z=(ta) z=1 (a-z)=L1.0p=0v

4) Utilizam axioma IT.2 cu a =1 i § = —1.

1.2 Combinatie liniara. Liniar dependenta si liniar
independenta. Sistem de generatori
Fie (V,+,,K) un spatiu vectorial.

Definitia 1.2.1 Fie {v1,v9,...,v,} C V un sistem de vectori. Se numeste
combinatie liniara a vectorilor vy, vs,...,v, orice vector de forma

Q101+ Q2 V2 + - Qp U,

unde a1, a9, ...,a, € K Daca a; = ag = -+ = a, = 0, combinatia se numeste
triviala. Altfel, combinatia se numeste netriviala.

Definitia 1.2.2 Vectorii vy, ve,...,v, se numesc liniar dependenti daca vec-
torul nul 0y este o combinatie liniara netriviala a lor:

Ja,as,...,a, € K nu toti nuli, astfel incat

ar v+ az-v2t oo =0y
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In caz contrar, vectorii vy, vs,...,v, se numesc liniar independengi. Altfel
spus, v1,va, ...,V sunt liniar independenti daca:
Yai,ag,...,a, E K ag -v1 +ag v+ -+ ay - v, =0y avem
ap=ay=---=q, =0.

Definitia 1.2.3 Un sistem infinit de vectori S din V se numesgte liniar inde-
pendent daca orice subsistem finit al sdu este liniar independent. In caz contrar
sistemul se numegte liniar dependent.

Un sistem oarecare de vectori, finit sau infinit, se va nota prin S = {vg }aer,
unde I este o familie de indici.

Vom spune ca un vector v € V este o combinatie liniara a lui S daci este
combinatie liniara a unui subsistem finit al lui S.

Observatia 1.2.1 (i) Daca Oy € {vi,...,v,}, atunci {vy,...,v,} este un
sistem liniar dependent. Afirmatia se justifica astfel:

1-0v+0'U2+"'+0"0n:0V

(ii) O submultime a unui spatiu vectorial V' formatd dintr-un singur vector
v este liniar independentd daca si numai daca v # Oy.

Propozitia 1.2.1 (i) S = {v1,v9,...,0,} CV este un sistem liniar depen-
dent daca st numai daca exista cel pufin un vector din S care se poate exprima
ca o combinatie liniara de ceilal{i vectori ai sistemului S.

(7i) Orice subsistem al unui sistem liniar independent este liniar indepen-
dent.

Demonstratie: (i) ”=" Fie S = {v1,v9,...,v,} C V un sistem liniar
dependent. Atunci 3 ay,as,...,a, € K nu toti nuli, astfel incat

a1 v+ vt vy =0y

Fie, de exemplu, a; # 0; putem scrie

! Qa2 a1 Qi+1 On
V= —"—"U1— —VU2—" " — Vi-1 — Ui+l — " — —Un,
Q; Q; Q; i Q;

adicd v; € S se poate scrie ca o combinatie liniara a vectorilor din S'\ {v;}.
7<” Presupunem ci exista v; € S astfel incat

Vi=Q1 U1+ 01 Vi Q1 Vi1 s QU
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sau, echivalent,
oy v+ a1+ (—1) v+ @i Ve o+ ap v, = 0p

Deoarece o; = —1 # 0, combinatia este netriviala, deci S este sistem liniar
dependent.

(ii) Prin reducere la absurd, presupunem ca {v1,...,v,} este sistem liniar
independent si {v1,...,v;}, i < n, este sistem liniar dependent (eventual renu-
merotam vectorii). Rezultd cad Jaq,...,a; € K nu toti nuli, astfel incét

ay v+ o -v; =0y
Atunci putem scrie
ap-vy+ -+ arv+0-vip+ - 4+0-v, =0y,
deci {vy,...,v,} este sistem liniar dependent; contradictie.<

Definitia 1.2.4 Fie S = {va}acr un sistem oarecare de vectori din V. Sis-
temul S se numeste sistem de generatori pentru spatiul vectorial V daca orice
vector din V este o combinatie liniard a lui S.

1.3 Baza. Dimensiune

Definitia 1.3.1 Fie (V, +, -, K) spatiu vectorial. O multime B C V se numeste
baza a spatiului vectorial V dacad B este un sistem de generatori pentru V si
B este sistem liniar independent.

Dacéa o bazd B are un numér finit de vectori, V' se numeste spatiu vectorial
finit generat. Altfel, V' se numeste spatiu vectorial infinit generat.

Desi sistemul de generatori a fost definit ca multime de vectori, pentru o
baza ordinea este importanta. Baza este un sistem ordonat de vectori. Doua
baze alcdtuite din aceiasi vectori asezati in ordini diferite vor fi considerate
baze diferite.

Teorema 1.3.1 (Teorema de existentd a bazei) Fie (V,+,-,K) spatiu vecto-
rial, V. # {0y }. Din orice sistem de generatori finit al lui V' se poate extrage
o baza finita.

Demonstratie: V fiind un spatiu vectorial finit generat, 3 § =
{v1,...,v,} C V un sistem de generatori al lui V.
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Cazul I: S - sistem liniar independent; atunci este baza
Cazul II: S - sistem liniar dependent
Conform Propozitiei 1.2.1 (i), 3 v; = aqvy + -+ + @j—10;—1 + Q41041 +
-+ QpUp.
Fie ' = S\ {v;}. Dacd S’ este liniar independent, atunci S’ este bazi;
altfel, repetdm procedeul de mai sus.{

Teorema 1.3.2 (Teorema de completare a bazei) Fie (V,+,-,K) un spafiu
vectorial finit generat. Orice sistem liniar independent din V' se poate completa
la 0 baza a lus V.

Fara demonstratie.

Teorema 1.3.3 (Lema substitutiei) Daca {z1,z2,...,Zm} este un sistem de
generatori al lui V' si {y1,y2,...,yr} CV este un sistem liniar independent,
atunci au loc urmatoarele afirmatii:

(1) r < my;

(13) r dintre vectorii sistemului {x1,x9,...,Tn} pot fi inlocuiti cu vectorii
sistemului {y1,y2,...,yr} astfel incat sistemul obtinut sa fie de asemenea sis-
tem de generatori al lui V.

Demonstratie: Demonstram prin inductie relativ la r.

Daca r = 1, evident 7 < m.

Fie y; € V, {y1} fiind un sistem liniar independent, adica y; # Oy .

S este un sistem de generatori al lui V, deci day, ao, ..., an € K nu toti
nuli (altfel y; = Oy), astfel incat

Y1 = 181 + a2 + -+ Ty

Presupunem «a; # 0 i obtinem z; = a%?/l + (—3—?) To+ -+ (—C(;—T) Tm-

S fiind un sistem de generatori al lui V, Vv € V, 3 61, 0s,...,0m € K astfel
incat
v =171+ Bexe + - + BmTm

Inlocuind z; din relatia de mai sus obtinem

UZ%?J1+ <ﬂ2—ﬁ1a2>$2+'“+ (ﬁm—ﬁlam>$m

aq aq

Am ardtat cd {y1,z2,...,%n} este un sistem de generatori al lui V.
Presupunem afirmatia adevarata pentru r — 1:
r—1<m
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{y1,91,- -y Yr—1,Zpy ..., T} este un sistem de generatori al lui V.
Daca r—1 = m, atunci {y1, %2, .., Yr—1 = Ym} este un sistem de generatori
al lui V, deci Jday,ao,...,a, 1 € K astfel incat

Yr = 1y1 + oys + -+ + Qp 1Yr—1
sau, echivalent,
aryr + oy + -+ ap1yr—1 + (—1)y, =0y

Oy este o combinatie netriviald a vectorilor sistemului {y1,ys,...,y,}, deci
acesta este un sistem liniar dependent; contradictie.

Atunci r — 1 < m sau r < m si afirmatia () este demonstrata.

{y1,92, -+ Yr—1,Tp, ..., Ty} este un sistem de generatori al lui V, deci

Yr =1y + -+ 0 1Yr—1 + T + - F O T,

Putem presupune «, # 0; atunci avem

. Qr 1 1 Qi1 Am
Tp = —""Y — " — Yr—1 + —Yp — Tp41 — " — —Tm
Qy Qy Qy Qy Qy
$i{y1,- s Yr, Tri1,--.,Zm} este un sistem de generatori.$

Teorema 1.3.4 (Teorema privind cardinalul bazei) Fie (V,+,-,K) un spatiu
vectorial finit generat, V- # {0y }. Toate bazele spatiului vectorial V sunt finite
st au acelagi numar de elemente.

Demonstratie: Din faptul ca V este spatiu vectorial finit generat si din
Teorema 1.3.1 deducem ci exista B = {vi,...,v,} o baza finita a spatiului
vectorial V.

Presupunem ci exista o baza B’ infinitd; atunci B’ este sistem liniar inde-
pendent si din Propozitia 1.2.1 (ii) rezultd c& orice submultime a lui B’ este
liniar independenta.

Fie S C B’, cu n + 1 elemente; din Teorema 1.3.3 (i) avem n + 1 < n;
contradictie. Deci orice baza este finita.

Fie By = {u1,ua,...,un} o altd bazd a lui V. Aplicaim de doud ori Teorema
1.3.3 (i) pentru B si By si gasim n < m, m < n, adicd m =n. {

Definitia 1.3.2 Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial finit generat. Se numegte
dimensiune a spatiului vectorial V' numarul de vectori dintr-o baza (numar
comun tuturor bazelor). Se noteaza cu dimg V.
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Faptul ca V este finit generat (finit dimensional) se precizeaza astfel:
dimg V' < 400. Evident dimg{0y} = 0.

Exemple: 1. B, = {ej,e3,...,e,} este o baza a spatiului vectorial R",
numita baza canonicd. Aici am notat

er = (1,0,0,...,0), es = (0,1,0,...,0),...,en = (0,0,...,0,1)

B, este un sistem liniar independent:

YV ai,ag,...,a, € R astfel incat aje; + agses + - - + ape, = Oy,
avem (a1, o,...,0,) = (0,0,...,0), deci oy =ag =--- = a,, = 0.
B. este un sistem de generatori, adica V z € R*, 3 aj,a9,...,q, €
R astfel incat z = aje; + ages + - -+ + ape,.
x € R, deci x este de forma x = (z1,22,...,2y), 2x € R, k=1,n.

Putem scrie
x = (21,0,0,...,0)+(0,22,0,...,0)4(0,0,...,0,2,) = x161+Z2e2+" -+ Tpe,

Definim oy, = zp, k = 1,n. Gasim dimg R? = n.
2. dimg (M, 5 (K)) = mn
O baza a acestui spatiu vectorial este B = {E;;|1 <i <m,1 <j <n} unde

Eij = (0ir - 0j5) 1122:’ iar 0o = { (1): Z ;g este simbolul lui Kronecker.
Teorema 1.3.5 (Teorema de caracterizare a bazei) Fie (V,+,-,K) un spatiu
vectorial astfel incdt dimg V = n.

Sistemul de vectori B = {vy,vs,...,v,} este 0 bazd a lui' V dacd i numai
daca¥V x €V, x = x1v1 + TV + - -+ + TpUp, T1,T2, ..., T, € K flind unici cu
aceastda proprietate.

Demonstratie: =" B = {v1,v9,...,v,} este baza, deci B este un sistem
de generatori pentru V. Atunci V z € V, 4 z1,29,...,2, € K astfel incit
T =1x1v1 + -+ Ty

Presupunem c& 1, . .., 2, € K de mai sus nu sunt unici; exista z/, ..., 2z}, €
K astfel incat z = vy + -+ + z}vp.

Deducem

xlvl+---+mnvn:x'lvl—i----—i-x%vn
!/ !/
(1 —zy)v1 4+ -+ + (T — ) vp, = Oy

B fiind baza, este un sistem liniar independent. Atunci combinatia de mai sus
i aly 1Y ! — ! ! — ! — !
este triviald, adicd z; — 2z} =--- =z, —x, =0sau 1 = 27,...,Tp = Z,,.
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7<” Presupunem ca V x € V, 3 xy1,x2,...,2, € K unici astfel incat
T = T U1 + Tovo + - - - + TpUy,. Atunci B este un sistem de generatori pentru V.
Aratim ca B este sistem liniar independent.

V ay,a,...,a, € K astfel incat agvr + agvo + -+ + apv, = Oy, putem
scrie a1 + oy + - +apvy, =0y =001 +0-v9+---4+0- v,
Scrierea lui Oy este unica (conform ipotezei), deci vy = ag =+ = ay, = 0.

Atunci B este bazi.$

Observatia 1.3.1 Intr-un spatiu vectorial n-dimensional, un sistem format
din n vectori liniar independenti formeaza o baza.

Observatia 1.3.2 In spatiul vectorial R" vectorii z¥ = (zb ok .. 2k k=
1,n, sunt liniar independenti daci si numai daci

1 2 n
n
x2 x2 .. $2 # 0
1 2 n
xn xn $n
S% justificim aceastd afirmatie. Fie aq, oo, ..., a, € R astfel incat oz’ +
ax? + - + apz™ = 0, sau, echivalent,
2 1 1 2 .2 2 n o ,.n ny _
C¥1(£E1+$2,...,ZEn)-l-O(Q(fL'I,QIQ,...,:En)+"'-|-an(fL'1,£E2,...,.’L‘n) - (0705 70)

Atunci avem: . )
oz + sz + - oz =0
1Ty + ard + -+ i =0

1T + gz + - 4 oy =0

{zF}, k = T,n este sistem liniar independent daci si numai daci a; = ay =
-+ = ap = 0 este solutie unica a sistemului de mai sus < det A # 0.
Exemplu: {(1,2,1),(2,1,3),(—1,0,2)} formeaza o baza a spatiului vecto-
rial R?, deoarece
1 2 -1
2 1 0 [=-11#£0
1 3 2

1.4 Schimbari de baze intr-un spatiu vectorial
Definitia 1.4.1 Scalarii (unici) z1,z9,...,z, din combinatia liniara

T =211 +x2v2 + - + Tpuy
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din Teorema 1.3.5 se numesc coordonatele vectorulu: r in baza B =

{v1,v2,...,v,}. Relatia de mai sus se numeste reprezentarea vectorului x in
baza B.
Vom nota zp = (z1,z2,...,Zy).

Observatia 1.4.1 Coordonatele unui vector depind de baza.

Se pune problema urmaétoare: cum se modifici aceste coordonate daca
schimbam baza?

Fie B = {v1,v9,...,0,} si B = {v},v},..., v} doud baze in spatiul vec-
torial n-dimensional V.
Putem exprima vectorii v}, v),..., v in baza B:

n
v = E LUk, 1 = 1,n, ¢, € K unici
k=1

v = vy +chvg + -+ chop, i =1,n (%)
Definitia 1.4.2 Matricea C = (Ci)gk,igm cfc € K, unic determinata, ce are
ca elemente coeficientii ¢}, din relatia (x) agezati pe coloane, se numeste ma-

tricea de trecere de la baza B la baza B', iar formulele notate cu () se numesc
formule de trecere de la baza B la baza B'.

c
Vom nota B+ B'.

Observatia 1.4.2 Matricea C este nesingulara (altfel B’ este un sistem liniar
dependent).

Propozitia 1.4.1 Fie V un spatiu vectorial n-dimensional si schimbarea de

C
’ . . ro ’ . 3
baze B+ B'. Fie vp = (z1,22,...,%y) §i 25 = (2], 25,...,2;,). Atunci avem:
z) z1
!
:E2 _ 0_1 ) x2
!
z, T

(formulele de schimbare a coordonatelor).
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Demonstratie: Din formulele de schimbare a bazelor (x) deducem
T = T1v1 +ToVs+ - - -+ Tpvy = TV FThvh -l vl = 2 (o F v+ o+
chon) +ah (v + oo+ Evp) -l (g +Bog+- ) = (2 el +
The2+- 4zl o+ (2 el +ah 3+ Al ) vat -+ (2 ek +ah R+ A ah oy
Din Teorema 1.3.5 avem:

r1 = zlcl + 2hZ + -+l c}
/ / /
Ty =zl +xhcd + -+l ey

/ / /
Ty, = xycl + ahe2 + - + 2l

relatii ce se pot scrie sub forma

I :El
/
$2 _ C . $2
T xl
Notam
z1 z)
/
9 xr
X = X = 2
/
Tn Ty,

siavem X = C - X', de unde rezultda X' =C~ 1. X. {

1

C Cc~
Observatia 1.4.3 (i) Daca B+ B’, atunci B’ + B.

!

c c’ c.c
(ii) Daca B+ B'g¢i B' + B”, atunci B + B”".

Exemplu: In spatiul vectorial R? fie baza canonici B, = {e1,e2,e3} si
B' = {v} = (1,1,1),v} = (0,1,1),v% = (0,0,1)} o altd bazd (verificati!) si fie
vectorul z = (1,2, 3).

Formulele de schimbare a bazelor sunt

c ’011:61-1-62-1—63 1 0 0
B.FB':{ vh=ey+e3 C=(110
v = e3 111
Calculam
1 1 0 0
1 *
= . =] -1 1 0
det C 0 -1 1
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Notam
B, = (1a2v3)va’ = (:Ell,ZEIQ,.’L‘g)

Conform Propozitiei 1.4.1 avem:

z 1 0 0 1
= -1 1 0 2 | =
o, 0 -1 1 3 1

Ty = (1,1,1),z = v] + v} + vj.

1.5 Subspatii vectoriale. Subspatiul vectorial gene-
rat

Definitia 1.5.1 Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial si fie U C V,U # 0.
Submultimea U se numeste subspatiu vectorial al lui V' daca:
(i)Vz,yeUavem z+y e U
(i)VeelU acKaema -z €U
si operatiile induse pe U verificad axiomele din definitia spatiului vectorial.

Altfel spus, U este un spatiu vectorial peste Kin raport cu operatiile induse
pe U.

Teorema 1.5.1 (Teorema de caracterizare a subspatiilor vectoriale) () # U
V' este subspatiu vectorial al lui V' daca gi numai daca ¥V z,y € U, a, 3 €
awema-z+p-yeU.

C
K,

Demonstratie: =" Conform Definitiei 1.5.1 (ii), V z € U, € K avem
a-xz€U; Yy eU, € Kavem -y € U. Utilizam acum (i) si obtinem
a-xz+pB-yeUVxyelU, afekK

"< Flex=y€eU,a=1g f=—1; avem z — x € U, adicd Oy € U; prin
deﬁni‘gie, OU = Ov.

Fiea=1sig8=1Vz,y e U, avem x +y € U, deci are loc (i).

Flea=keKgif=0;VzeU,avem k-x € U si atunci are loc (ii).

Vz,yzeV,avem (z+y)+z=z+y+2)siz+y=y+z (V,+)
fiind grup comutativ. Din U C V deducem ca egalititile de mai sus au loc
Vr,y,z € U.

Evident 0y = 0y este element neutru. In plus, V z € U, avem (—-1)-z e U,
1-z+(-1) -z =2 —z = Oy, deci orice element e simetrizabil.

Deducem ca (U, +) este grup comutativ.
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Deoarece a- (z +y) =a-z+a-y, Va e K z,y € V,U CV, avem
a-(x+y)=a-z+a-y, Vx,y e U. Analog se verificad axiomele 11.2, 1.3 si
11.4.$

Observatia 1.5.1 (i) Orice spatiu vectorial V' are cel putin doud subspatii:
U = {0y} si U = V; acestea se numesc subspatii vectoriale improprii. Orice
alt subspatiu vectorial se numeste subspatiu propriu.

(ii) Fie ) # U C V un subspatiu vectorial al lui V. Atunci avem:

0 <dimg U < dimg V.

(iii) Dacd () # U C V este subspatiu vectorial al lui V' gi dimg U = dimg V'
atunci U = V.

(iv) Dimensiunea oricirui subspatiu propriu U verifica inegalitatile
0 < dimg U < dimg V.

Vom justifica acum afirmatiile (ii) si (iii).

(ii) Fie dimg V' = n; din Teorema 1.3.4, orice baza a spatiului vectorial V'
are n vectori, deci orice baza a lui U are cel mult n vectori (ea este formata din
vectori liniar independenti; conform Teoremei 1.3.3, numarul vectorilor liniar
independenti nu-1 depaseste pe cel al vectorilor bazei).

(iii) Fie dimg V =dimg U =n si B = {e1,...,e,} 0 bazd in U.

B C V este un sistem liniar independent ce are n elemente, iar dimg V' = n;
conform Observatiei 1.3.2, B este o baza pentru V.

Ve eV, x=k -e1+ky-ex+---+ky-ep, U fiilnd un subspatiu vectorial
al lui V, obtinem z € U, deci V CU. Avem U CV giV CU, adica V=U. $

Propozitia 1.5.1 Fie S = {v1,v2,...,v,} CV un sistem de vectori. Atunci
(S)={ar1-v1+a-va+ - +ap vy ar,...a, €K}
este un subspatiuv vectorial al lui V', numit subspatiul vectorial generat de S.

Demonstratie: Folosim Teorema 1.5.1. Pentru orice z,y € (S), putem

scrie z = Y ;- v, y= >, P v, unde o, 5; € K, Vie I, I C{l,...,n}.
el icl
Y a, ﬂlé K, avem: “
a'$+ﬁ'y=a'zaz"vi+ﬁ'Zﬁi'viZZ(aaiJrﬁﬁi)'vz',
el i€l i€l

unde aq; + 606; € K Vi € 1.

Rezultd a-z + -y € (S), deci (S) este un subspatiu vectorial al lui V. $

Observam ci (S) este multimea tuturor combinatiilor finite de elemente din
S. De asemenea, (S) = ({v1,v2,...,v,}) se noteaza adesea cu (vq,va,...,vy,),
renuntandu-se la acolade.
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1.6 Operatii cu subspatii vectoriale

Propozitia 1.6.1 Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial gi Uy, Uy subspatii vec-
toriale ale lui V. Atunci Uy NUy $i Uy + U = {x1 + x| 1 € Uy si 29 € Us}
sunt subspatii vectoriale ale lui V', numite subspatiul intersectie gi subspatiul
suma a douda subspatii vectoriale.

Demonstratie: Folosim Teorema 1.5.1.

Fie z,y € Uy N Uy arbitrare. Avem z,y € Uy si z,y € Us.

Va,B K a-x+ [y € Uy, deoarece U; este subspatiu vectorial al lui V;
a-z+ By € Us, Us fiind subspatiu vectorial al lui V. Obtinem ooz + G-y €
Ur N U,y, deci Uy N U, este subspatiu vectorial.

Vax,y €Uy +Usy, dx1 € Uy, 0 € Uy astfel incat x = z1 +x9 5i dy1 €
Ui, ys € Uy astfel incat y = y1 + yo.

Fie a, 8 € K arbitrare. Putem scrie a-z+ -y = a-(z1 +z2) + 8- (y1 +y2) =
a-r1ta-se+B-y1+6-y2 = ar1+ 8- y1+a-ze+ -y Dar a-z1+6-y1 € Uy,
U, fiind subspatiu vectorial al lui V| iar a - z9 + - yo € Us, deoarece Us este
subspatiu vectorial al lui V.

In concluzie, a-z+ 3-y € Uy + Us, deci Uy + Us este subspatiu vectorial.

Observatia 1.6.1 (i) In general reuniunea a doui subspatii vectoriale nu este
subspatiu vectorial. Pentru a justifica aceasta, si consideram multimile

Ur = {(z,y) € R z = 2y}

Uy ={(z,y) € R’| z = 3y}

Ardtam ci Uj si Uy sunt subspatii vectoriale ale spatiului vectorial R?.
v ($7y)7 ($17y,) €U, Va,pBeR, avem:

a-(z,y)+ - (2, y') = (ax + B2,y + BY')

Din (z,y) € Uy avem z = 2y, iar din (2',y') € Uy avem z’ = 2y’. Rezulta
cd ax + Bz’ = 2ay + 28y = 2(ay + BY'), de unde (az + B2',ay + By') € Uy,
deci U; este subspatiu vectorial al lui R?.

In acelasi mod se verificd faptul ca Us este subspatiu vectorial al lui R?.

Conform definitiei, U; U Uy = {(z,y) € R?| (z,y) € Uy sau (z,y) € Uz} =

1
{(z,y) € R?| x = 2y sau = 3y}. Fie v; = (1,5) eU1UU; sive = (3,1) €

3
U; UUs. Evident v + vg = (4, 5) ¢ Uy UUs.
(ii) Are loc egalitatea Uy + Uy = (U; U Ua).
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(iii) Se pot defini subspatiile intersectie i suma pentru n subspatii vecto-
riale:
UlﬂUQQ---ﬂUn:{$| xz € Uy, kzl,—n}

Ui+ Us+-+U,={2| z =21+ 22+ -+ 2, 23 € Uy, k =1,n}

Definitia 1.6.1 Fie U; si U, subspatii vectoriale ale spatiului vectorial V'
astfel incat Uy N Uz = {0y }. In acest caz, subspatiul suma U; + Uy se numeste
sumda directa de subspatii vectoriale si se noteaza cu Uy & Us.

Daca Uy & Uy = V subspatiile Uy si Uy se numesc subspafii vectoriale
suplementare.

Definitia 1.6.2 Fie Uy, Us,..., U, subspatii vectoriale ale spatiului vectorial
V. Dacd pentru orice ¢ € {1,2,...,n} avem U; N Y, U; = 0, spunem ci
j=Ln,j#i

suma »_ Uj este directd si o notdm cu € Uj.

i=1,n i=1,n

Teorema 1.6.1 (Teorema dimensiunii; Grassmann) Fie (V, 4+, -, K) un spafiu
vectorial gi Uy, Uy subspatii vectoriale ale lui V. Atunci avem:

dimK(Ul + Ug) = dimg Uy + dimg Uy — dimK(Ul N UQ).

Demonstratie: Notam k& = dimg (U; NUs), m = dimg Uy si n = dimg Us,.

Fie B ={ey,e2,...,e,} o baza in Uy N U C Uj.

Conform Teoremei 1.3.2, baza B poate fi completatd pana la o baza By =
{e1,e2,... €k, fkt1,---, fm} a subspatiului vectorial U; respectiv pana la o
bazi By = {ei,e2,..., €k, Gk+1,---,9n} a subspatiului vectorial Us.

Vom pune in evidentd o baza a subspatiului suma Uy + Us.

Fie z € Uy + Us arbitrar; conform Definitiei 1.5.1, dz; € Uy, z9 € Uy astfel
incat £ = x1 + zo.

Aplicim Teorema, 1.3.5 pentru z1 € Uy si obtinem cd daq, a9, ..., qpy, € K
unici astfel incat

T = e +agex + -+ ageg + ap 1 fr o+ amfm
In acelasi mod, din zo € Uy avem ca 361, B, ..., B, € K unici astfel incat
Ty = frer + Paez + - + Brek + Brt19k+1 + -+ Bngn

Atunci putem scrie z = 21 + 9 = (1 + f1)e1 + (a2 + B2)ea + -+ - + (o +
Br)er + ki1 fer1 + Qpqofrre + o+ amfm + Begt1Gk41 + - + Bngn
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deci B' ={ey,e9,...,€k, fkt1s---s fm>Jkils---,gn} este un sistem de genera-
tori pentru Uy + Us.

Aratdm cd B’ este un sistem liniar independent.

Fie ay, a0, ..., 0m, Bka1, - - -, Bn € K astfel Incét

arer +- ot ager + gy frrr o+ amfm + Berigrrr + 0+ Bagn = Oy (%)

Cazul I. Dacd a; = ag = -+ = ay, = 0 rezultd ¢ By 19ks1 + - + Bngn =
Oy. By fiind sistem liniar independent, din Propozitia 1.2.1 (ii) obtinem ca
{Gk+1,---,9n} C B2 este un sistem liniar independent, deci By = -+ = 3, =
0. Din (*) rezultd ci B’ este un sistem liniar independent.

Cazul II. Nu toti aq, o, ..., a, sunt nuli.

Fie z = aje; + ageg + - - - + ager + opr1 fer1 + - -+ + o fr. Observam ca
x € Uy, z # Oy (altfel By ar fi sistem liniar dependent).
Din relatia (%) obtinem

—% = Br419k+1 + 0+ Bugn (%)

Us fiind subspatiu vectorial al lui V, Bx119k+1 + -+ + Bngn € Us (deoarece
Gki1s---sgn € Bo), adica z € Us.
Pe de alta parte, z = ajeg +agea+- - -+ agep+ g1 for1+- - -+ mfm € Uy.

In concluzie, z € U; NUy. B = {e1,e2,...,er} este bazia a subspatiului
Uy NUs, deci 3y1, 72, ..., 7k € K unici astfel incat z = yie1 +y2e9 + - - - + i€k,
iar 1,72, ..., nu pot fi toti 0 (altfel z = Oy).

Inlocuind z din (*%) gasim
vier +y2e2 + -+ ek + Brt1gk+1 + -+ Bpgn = O0v

ceea ce implica vy =y = - =7 =0kt1 =--- = Fn =0.

Din (x) obtinem aje; + ages + -+ + ager + i1 for1 + -+ + amfm = Oy,
adica z = Qy; contradictie.

Deci singura posibilitate este a1 = as = -+ = a;, = 0. Am aritat ast-
fel c& B’ este o bazd a subspatiului vectorial Uy + Us. Acum putem preciza
dimensiunea acestui subspatiu:

dimK(Ul + UQ) =m + (n — k) = dimg U; +dimg Uy — dimK(Ul N UQ)O

Observatia 1.6.2 Daca Uy NU; = {0y }, atunci Uy + Uy = U; @ Us. In acest
caz, dimK(Ul &) UQ) = dimg Uy + dimg Us.



Capitolul 2
Aplicatii liniare

Notiunile de baza ale algebrei liniare sunt spaiul vectorial si aplicatia
liniarda. Aplicatiile liniare sunt aplicatii intre spatii vectoriale, compatibile cu
structurile de spatiu vectorial.

2.1 Aplicatii liniare. Izomorfisme de spatii vectori-
ale

Definitia 2.1.1 Fie (V3,+,-,K) si (Va,+,-,K) spatii vectoriale peste acelasi
corp comutativ K. Se numeste aplicatie liniara (morfism de spatii vectoriale)
de la Vj la V5 o aplicatie f : Vi — V5 cu proprietatile:

fle+y)=F=)+ fly), Vo,yen
flaz)=a- f(z), VaeK, z V.

Daca Vi = Vo =V, aplicatia liniard f : V — V se numeste endomorfism
sau operator liniar.

Vom nota multimea aplicatiilor liniare de la V; la V5 prin
Lx(Vi,Va) ={f: Vi — Va| f liniara}
Multimea endomorfismelor spatiului vectorial V' va fi notata astfel:
Lx(V)={f:V — V| f liniara}
Observatia 2.1.1 Conditiile din Definitia 2.1.1 se scriu sub forma echivalent3

flax + By) = af(x) +Bf(y), Vz,y e V1, o, €K

19
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Exemple: (i) Daca (V,+,-,K) este spatiu vectorial, iar ) # U C V este
un subspatiu vectorial al lui V| aplicatia

i:U—=Vi(z)=z, Ve eU

este o aplicatie liniara, numita aplicatia de incluziune.
(ii) Fie n € N fixat, 1 < k < n, iar p; : R* — R este definita astfel:

pk(l‘1,$2, cee 7$n) = Tk
Aplicatia p este o aplicatie liniard, numita proiectia de indice k.

Observatia 2.1.2 Multimea Lx(Vi,V3) are o structurd de spatiu vectorial
peste corpul K in raport cu operatiile

+: E]K(Vlv V2) X E]K(Vlv V2) — ﬁK(VhVQ)a (fag) = f +g

o Kx Lx(Vy,Va) — Lr(Vi, Vo), (k, f) = k- f
unde f 4+ g : Vi — Vs se definegte prin (f +¢g)(z) = f(z) + g(z), V z € V3, iar
k- f: Vi — V5 se defineste astfel: (k- f)(z) =k- f(z), Vx € V5.

Pentru a justifica aceastd afirmatie, observam mai intai faptul cad f 4+ g i
k- f sunt aplicatii liniare:

pentru z,y € Vi si a, 8 € K oarecare, avem:
(f + 9)(az + By) = flaz + By) + glaz + By) = a(f + g)(z) + B(f + 9)(v)
(k- f)(az + By) = k- flaz + By) = kaf(x) + kBF(y) = a(kf)(x) + BEF)(y)

Verificim acum axiomele din definitia spatiului vectorial.

L (Lx(V1,Va),+) este grup comutativ

1)V f,g9,h € Lx(V1,V3), Vo € V1, putem scrie
((F +9)+h)(@) = ( +9)(@) +Alx) = (F(2)+9(2)) +h(z) = [(2)+(g(x) +
h(z)) = f(z) + (g + h)(z) = (f + (g + h)) (=),
de unde rezulta (f +g) +h=f+ (g +h)

2) Aratam ca Je € Lx(V1, V3) astfel incat vV f € Lx(V7,V3) sd avem e+ f =
f + e = f, sau, echivalent,

e+ f)(z) = (f +e)(x) = fz), Ve eV

Gasim ca e : V3 — V5 este definitad prin e(x) = Oy, V x € V7.
3) Aratam ca V f € Lx(V1,V2), 3f" € Lx(V1,V2) astfel incat f + f' =
f'+ f = e, sau, echivalent,

(f+)@) ="+ @) =e=), Ve eV

Obtinem f': Vi — Vo, f'(z) = —f(z), V z € V.
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4V f,g € Lx(V1,V3), avem (f + g)(z) = f(x) + g(z) = g(x) + f(z) =
(g+ f)(z), VzeVy,adicd f+g=g+ [.
IL 1)V f,g€ Lx(Vh,Va),k € KVz € Vq, avem

(k-(f+9)@)=k-(f+9)(@) =k flx)+k-glz) = (k- f+Fk-g)(z),

de underezultd k- (f +g)=k-f+k-g
Analog se verifica axiomele I1.2, 11.3 gi T1.4.

Observatia 2.1.3 Compunerea a doui aplicatii liniare este tot o aplicatie
liniara. Justificarea este urmatoarea:

daca f: Vi — Vasig: Vo — V3 sunt aplicatii liniare, pentru orice z,y € V;
si orice o, 8 € K avem (go f)(az+ By) = g(f(az +By)) = glaf(z)+Bf(y) =
ag(f(z)) + Bg(f(y)), in concluzie g o f : Vi — V3 este o aplicatie liniara.

Definitia 2.1.2 O aplicatie liniara f : V3 — V5 care este injectiva se
numeste monomorfism. Dacd f € Lx(Vi,Vs2) este surjectiva, atunci f se
numeste epimorfism. Un izomorfism de spatii vectoriale este o aplicatie liniara
bijectiva. In acest caz, vom spune ci spatiile vectoriale Vi si Vo sunt spafiz
vectoriale izomorfe. Daca f € Lx (V') este bijectiva, f se numeste automorfism
al spatiului vectorial V.

Propozitia 2.1.1 (i) Daca f : Vi — V, este un izomorfism de spatii vectori-
ale, atunci f~1: Vo — V) este izomorfism de spatii vectoriale.

(ii) Daca f : Vi3 — Vo si g : Vo — V3 sunt izomorfisme de spatii vectoriale,
atunci go f : Vi — V3 este un izomorfism de spalii vectoriale.

Demonstratie: Fie f bijectivi. Evident, f~! este bijectivi.
Aratim ca f! € Lx(Va, V1), adica

f oz + By) = af () + Bf ' (y), Va,y € Vo, e, EK

Pornim de la identitatea (fo f~!)(az+By) = az+By,V,y € Va,a, B € K.
Pe de altd parte, f fiind liniard, putem scrie az + By = a(f o f~H)(z) +

B(fo f Ny = flaf M (x) + fF(BF M) = flaf(z) +B8f(y))
In acest fel, am obtinut f(f~'(az+By)) = f(af~'(z)+Bf " (y)). Pe baza
injectivitatii lui f, deducem

f oz + By) = af () + BF ' (y)

(ii) Fie f : Vi—V5, g : Vo—V3; atunci 3go f : Vi — Va. In plus, f, ¢ fiind
bijective, g o f este bijectiva.
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Ardtam ca go f € Lx(V1,V3):

Vx,y €V, a,0 € K din liniaritatea aplicatiilor f si g, avem urmatoarele
egalitati: (g o f)(ax + By) = g(flaz + By)) = glaf(z) + Bfly) =
ag(f(z)) + Bg(f(y)) = algo f)(z) + Blgo f)(y)-O

In continuare vom stabili un criteriu de izomorfism al spatiilor vectoriale.

Teorema 2.1.1 (i) Orice spatiu vectorial n-dimensional este izomorf cu spa-
tiul vectorial K".

(ii) Fie (Vi,+,-,K) si (Vo,+,-,K) spatii vectoriale finit dimensionale. V3
st Vo sunt izomorfe < dimg V; = dimg Vo.

Demonstratie: (i) Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial astfel incat
dimg V =n si fie B = {e1,e2,...,€e,} 0 bazi a lui V.
Definim f : K* — V prin

fx1,22,...,2p) =161 +Toe2 + -+ Tpepn, Vo= (21,22,...,2,) € K".

Demonstram ca f este un izomorfism de spatii vectoriale. VerificAm mai
intai ca f este liniara:

flaz + By) = flazy + By1, azs + By, ..., ax, + Byn) = (axy + Byr)er +
(azg + Bya)es + -+ + (axy + Byn)en = a(zi1e1 + x2e2 + -+ - + xpey) + Blyrer +
Yaeat- tynen) = af (x)+6f(y),Yz = (21,72, .., Tn), ¥ = (Y1,Y2,- -+, Yn) €
K", Ve, 5 € K.

S& ardtdm acum ca f este bijectiva. Fie z,y € K" astfel incat f(z) = f(y).
Din definitia lui f obtinem

T1e1 + xeez + - + Tpey = Y161 + Y22 + -+ + Ypen

Conform Teoremei 1.3.5 rezultd 1 = y1, 2 = Y9, ..., Tn = Yn, sau, echivalent,
x =y, deci f este injectiva.

Fie v € V arbitrar. B fiind baza, din Teorema 1.3.5 Jay,a9,...,a, € K
unici astfel incat v = aje; + ages + -+ - + apey,.

Luam z = (aq, ag,...,q,) sl avem v = f(x), deci f este surjectiva.

(ii) 7= Presupunem c& Vj si V5 sunt spatii vectoriale izomorfe, adici
3 f: Vi — V5 aplicatie liniara si bijectiva. Fie n = dimg V] si fie By =
{e1,€2,...,en} 0 baza a spatiului vectorial V;.

Vom demonstra ca By = {f(e1), f(e2),..., f(en)} este o baza a spatiului
vectorial V5.

YV ay,ag,...,q, € Kastfel incat oy f(e1) + azf(e2) + -+ + anf(en) = 0w,
din liniaritatea lui f avem

flarer + azeq + -+ + agey) = Oy,
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Pe de alta parte Oy, = f(0y; ), de unde rezulta
flarer + ages + -+ + aney) = f(O).

f fiind injectiva, obtinem aje; + ages + - -+ + ape, = 0y,. Utilizam faptul ca
B este baza si gasim a3 = ag = -+ = a,, = 0, deci By este un sistem liniar
independent.

Trebuie sd mai verificam doar faptul ca Bs este un sistem de generatori
pentru spatiul vectorial V5.

Fie y € V5 arbitrar. f fiind surjectiva, 3 = € V; astfel incat y = f(z).

Aplicim Teorema, 1.3.5 pentru z € V; si By - bazi a spatiului vectorial
Vi:3day,as,...,q, € K unici astfel incat

T =aa1e1 +ager + -+ apep
In concluzie, am obtinut urmatoarele egalitati:
y = flarer + agea + -+ aney) = a1 f(er) +azf(e) + - + anf(en)

Bs fiind baza a spatiului vectorial V5, dimg Vo = n = dimg V;.

7<«<"” Presupunem ca dimg Vi = dimg Vo = n gi demonstram ca Vp si Vs,
sunt spatii izomorfe.

Din dimg V; = n, pe baza afirmatiei (i) rezulta ca 3 f : K* — V; izomor-
fism de spatii vectoriale. In acelagi mod, 3 g : K* — V5 izomorfism.

Conform Propozitiei 2.1.1 (i), f ! este izomorfism. Aplicim acum
Propozitia 2.1.1 (ii) pentru f~! si ¢ si deducem ci go f~! : V; — V5 este
un izomorfism de spatii vectoriale. <>

2.2 Nucleul si imaginea unei aplicatii liniare

Definitia 2.2.1 Fie f € Lx(V1,V5). Se numeste nucleul aplicatiei liniare f
multimea

Kerf = {z € Vi| f(z) =0y} = f 1 (01,) C Wi

Multimea
Imf ={y e Va| 3z €V astfel incat y = f(x)} = {f(z)| z € V1} C Vs
se numeste imaginea aplicatiei liniare f.

Proprietatile nucleului si imaginii unei aplicatii liniare sunt cuprinse in
urmatoarea propozitie:
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Propozitia 2.2.1 Fie f € Lx(V1, V2).
(i) Kerf este subspatiu vectorial al spatiului vectorial V7.
(ii) Imf este subspatiu vectorial al spatiului vectorial V5.
(iii) f este monomorfism < Kerf = {0y, }.

Demonstratie: (i) V z,y € Kerf, a,( € K, avem

flaz +By) = af(x) + Bf(y) = a0y, + B 0y, = Oy,

adica ax + By € Kerf.
Pe baza Teoremei 1.5.1 rezulta ca Kerf este subspatiu vectorial al spatiului
vectorial V.
(ii) Utilizam din nou Teorema 1.5.1.
Fie z,y € Imf oarecare. 3 z',y’ € V1 astfel incat f(z') =z si f(v') = y.
Deoarece f este liniara,

ax + By = af (') + Bf(y) = flaz') + f(BY) = faz’ + BY)

unde «, 8 € K. Dar az’ + 8y' € Vi, de unde rezulta ci az’ + By’ € Imf.

(iii) "=" Fie f : Vi — V5 o aplicatie liniard injectivd. Fie z € Kerf
arbitrar; f(z) = Oys,.

Pe de altd parte, 0y, = f(0y,); f fiind injectivd, avem z = Oy,, deci
Kerf = {OVl}

7<"” Presupunem ci Kerf = {0y, } si aratam ci f este monomorfism.

V z,y € Vi astfel incat f(z) = f(y) putem scrie f(z) — f(y) = Oy, sau,
echivalent, f(z —y) = Oy,. Din Kerf = {0y, } rezultd z —y = Oy, adica z = y,
deci f este injectiva.

Definitia 2.2.2 Se numeste defectul aplicatiei liniare f numarul
def f = dimg (Kerf),
iar rangul aplicatiei liniare f este numérul

rangf = dimg (Imf).

Teorema 2.2.1 (Teorema rangului) Daca Vi §i Vo sunt spatii vectoriale finit
dimensionale, atunci avem:

dimg (Kerf) + dimg (Imf) = dimg V;.
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Demonstratie: Fie dimg Vi = n si fie dimg (Kerf) = m.

Kerf fiind subspatiu vectorial al spatiului vectorial Vi, m < n.

Fie By = {ej,e9,...,en} 0 baza a spatiului vectorial Kerf; din e, €
Kerf, k= 1,m rezulti f(e;) =0, k = 1,m.

Conform Teoremei 1.3.2, By se poate completa la o bazi a spatiului vec-

torial V1. Fie B = {e1,€2,...,€m,€Em+1,--.,6€n} aceastd baza.

Cu ajutorul elementelor {e,+1,...,e,} vom construi o bazd a subspatiului
vectorial Imf.

De fapt, vom arita cd By = {f(em+1),...,f(en)} constituie o bazd a
spatiului vectorial Imf.

Fie ami1, ..., apn € Kastfel incat a1 f(ent1) + -+ -+ anf(en) = 0y;,. Din

liniaritatea lui f obtinem f(ayt1€ms1+ -+ aney) = 0y, adica apyp1€mi1 +
-+ ape, € Kerf.
B; este baza a subspatiului vectorial Kerf; conform Teoremei 1.3.5

Jaq,q9,...,0, € Kunici astfel incat apr1emer +- -+ anen = aje; +ages +
- 4amenm sau, echivalent, aje;+- - -+amem—ami1€me1— - -—ape, = Oy, Din
faptul ca B este baza a lui V] obtinem a; = --- = o = a1 = -+ = ap =0,

ceea ce arata cd Bs este sistem liniar independent.

Conform Definitiei 2.2.1, V y € Imf, 3 = € Vj astfel incat y = f(z).
Aplicim Teorema 1.3.5 pentru z € V; si B - bazi a spatiului vectorial V; si
gasim ca 3 aq,...,a, € K unici astfel incit z = aje; + -+ - + apen.

Atunci putem scrie y = f(z) = f(arer + -+ + aney) = anf(er) +--- +
amf(em) + am+1f(em+1) +eet anf(en) = am+1f(em+1) +ee +anf(en); am
utilizat f(e1) =... = f(em) = Oy.

In concluzie, B este sistem de generatori pentru Imf. Fiind si sistem liniar
independent, este o bazi, de unde rezulta dimg (Imf) =n —m.

2.3 Abplicatii liniare intre spatii vectoriale finit di-
mensionale

Fie Vi si Vo spatii vectoriale peste corpul comutativ K dimg V) = n,
dimg Vo = m si fie By = {e1,e2,...,ep} 0 baza in V; si By = {f1,f2y- s fm}
o baza in V5. Fie f € Lg(V1,V2). Evident, f(e;) € V2, j = 1,n. Bo fiind o baza
in V5, d a;; € K, 4 = 1,m unici astfel incat

flej) =aiifi+agifo+-+amjfm, j=1n (%)

Definitia 2.3.1 Matricea M (f;B1,B2) = (aij)i<icm € Mp,(K), in care
1<j<n

scriem pe coloane scalarii a;; din relatia (), se numeste matricea asociata
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aplicatiei liniare f in raport cu bazele B; si Bs. Aceasta se noteazi simplu cu
M (f) atunci cand bazele B; si Bs sunt subintelese din context.

Propozitia 2.3.1 Aplicatia
p: Lre(Vi, Vo) = My (K), u(f) = M(f)
este un izomorfism de spatii vectoriale.
Demonstratie: Aritam ci u este aplicatie liniara, adica
plaf +Bg) = ap(f) + Bulg), ¥ f,9 € Lx(V1,V2),a, 6 € K

_ Conform (x), f(ej) =321, aijfi, j =1,n; analog g(e;) = 327" bijfi, j =
1,n

Putem scrie

m

(af + Bg)(e;j) = af(ej) + Bgle;) = Z(aai]’ + Bbij) fi,j = Lin
i=1
plof +Bg) = (aay; +ﬁbij)1@s§rg = a(az’j)légégfs +ﬁ(bz’j)1@s§rg = ap(f)+0Bu(g)

Aratam ca p este monomorfism. Conform Propozitiei 2.2.1 (iii), e suficient
sa demonstram ci Kerp = {0}, unde 0 este vectorul nul al spatiului vectorial
Lx(V1,V2).

Fie f € Kerp oarecare; ju(f) = O € M n(K), adicd M(f) = 0y, . Din
(*) deducem ca f(e;) = Oy,, j =1,n.

Fie x € V; arbitrar. By fiind baza a lui Vi, 3 z1, 29, ..., 2, € K unici astfel
incat

T =x1e1 +T2€2 + -+ + Tpey

Din liniaritatea lui f rezultd

Fl@)=F D mjej | = wif(e;) = Oy,
P =1

adica f(z) = Oy,, V x € V1. Am aritat astfel cd f = 0.
Ardtam acum ci p este epimorfism.
Fie A = (aij) i<i<m € My n(K). Definim f : Vi — V5 prin
1<j<n

m n n
F@) =1 ayz; | fux=> zje;
=1 \j=1 7=1

1 =
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f este o aplicatie liniara, deoarece

flaz + By) = 30, (37 aijlaw; + Byi))fi = D0 (ad ) aijzj+
0251 bigy) fi = @202, (Z}ll aiﬁj) fit+ B (E}ll bz’j?Jj) fi=
=af(x) +Bf(y), Yo,y eVi, o, €K

Din definitia lui f avem f(e;) = >, aijfi, j = 1,n, de unde obtinem ci

M(f) = (aij)léﬁ’;} sip(f)=A4.¢

Observatia 2.3.1 Pe baza Teoremei 2.1.1, putem preciza dimensiunea
spatiului vectorial Lk (V1, Va) :

dimg [Lx (Vi, V2)] = dimg[Mp, »(K)] =m - n

Propozitia 2.3.2 Fie f € Lx(V1,V2), By ={e1,e2,...,en} 0 bazd a spatiului

vectorial Vi si Bo = {f1, foy..., fm} 0 bazd a spatiului vectorial Va. Daca
T=z1e1 + 2202+t aney siy=f(z) =yifi +y2fot+ -+ Ymfm, atunci

Y=M(f)-X
unde

I n

Z2 Y2

X = v=|"
In Ym

Demonstratie: In relatia y = f (x) inlocuim expresiile vectorilor z si y in
bazele Bj respectiv Bj si (tinand cont de (*)) obtinem

m
y = Z Yifi
i=1

m n

fa)y=f > x| =D zifles) = = (Z aijfz'> => aijz; | fi
Jj=1 j=1 j=1 i=1 1

=1 j=

Conform Teoremei 1.3.5 vom avea y; = E?Zl AT, 0 = 1,m, sau, echiva-
lent, Y = M(f)-X. ¢

Relatia de mai sus se numeste ecuafia matriceald a aplicatiei liniare f in
raport cu bazele By si Bo.

Propozitia 2.3.3 Fie Vi,Vo, V3 spaii vectoriale finit dimensionale peste
acelagi corp comutativ K, f € Lx(V1,V2) si g € Lx(Va,V3). Pentru aplicatia
liniara go f : V1 — V3 avem:

M(go f) = M(g) - M(f).
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Demonstratie: Fie dimg (V1) = n, dimg(V2) = m si dimg(V3) = p. Con-
form Definitiei 2.3.1, M(f) € My, (K), M(g) € M; n(K) deci M(g)-M(f) €
My (K).

Din Propozitia 2.3.2 avem:

Y =M(f)-X,Z=M(g)-Y si Z=M(g) - (M(f)-X) = (M(g)- M(f)) - X

Pe de alta parte, ecuatia matriceala a aplicatiei liniare go f : Vi — V3
este Z = M(go f)- X, de unde obtinem (M (go f) — M(g) - M(f))- X = 0 sau
M(go f)—M(g) - M(f) =0.$
Propozitia 2.3.4 Fie f : Vi — V5 un izomorfism de spatii vectoriale, avand

matricea asociatd in raport cu doud baze fizate By C Vi respectiv By C Vo

M(f).
Matricea asociatd izomorfismului f~' : Vo — Vi va fiM(f~4) = (M(f))~".

Demonstratie: Pe baza Teoremei 2.1.1 (ii), dimg V] = dimg V3 ot .
Evident fo f~' =1y, si f~' o f = 1y;. Conform Proporzitiei 2.3.3, avem

M(f)- M(f71) = M(1y,)siM(f 1) - M(f) = M(1v;) ()

Fie By = {e1, e9,...,ep} 0 baza a spatiului vectorial V;. Deoarece 1y, (e;) =
e;, 1= 1,n, vom avea

10 ... 0
01 ... 0

M(ly,) = : = I,
00 1

Analog M (1y,) = I,.
Inlocuim in (*) si obtinem

M(f)-M(f~) =M(f) M(f) = In
de unde deducem ciM (f) este nesingulard si (M(f))~' = M(f~1). &

Se pune problema urmaétoare: cum se modificA matricea asociatd unei
aplicatii liniare f € Lx(V7,V3) daca in spatiile vectoriale V; si V5 se schimba
bazele?

Teorema 2.3.1 Fie f € Lx(V1,V3), dimg Vi = n, dimg Vo = m. Fie By si

Cl 02
By baze in Vi si fie By $i Bb baze in Va. Dacd By = Bj si By = B, atunci
are loc relatia:

M'(f)y=Cy" - M(f)-Cy
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not

unde M(f;B1,Bs) = M(f) este matricea asociata aplicatiei liniare f in
raport cu bazele By, Ba, iar M'(f; B, B)) ot M'(f) este matricea asociatd
aplicatiei liniare f in raport cu bazele B}, BY.

Demonstratie: Scriem ecuatiile matriceale ale aplicatiei liniare f in ra-
port cu bazele By, By respectiv Bf, B :

Y = M(f)- X
Y = M'(f) - X’
C
Daca se efectueaza schimbarea de baze By l—1 B!, pe baza Propozitiei 1.4.1
obtinem X' =C;'-Xsi X =C; - X'.
C
Analog din By F Bl avem Y' = O35 Y §iV =Cy- V',
Acum putem scrie
Y =M(f) - X =M(f) (C1-X')
Y=Co-Y' =Cy-(M'(f)-X")

de unde deducem M(f)-Cy- X' = Co-M'(f)- X' sau, echivalent, (M (f)-Cy —
Co-M'(f)-X'"=0,VX'€e M, 1 (K).
Obtinem M(f) - Cy = Co- M'(f), deci M'(f) = C, - M(f)-Cy ¢

2.4 Valori proprii, vectori proprii
Fie (V, +,,K) un spatiu vectorial si f € Lg(V') un operator liniar.
Definitia 2.4.1 Un vector z € V, z # Oy, pentru care 3 A € K astfel incat
(f =A-1y)(z) =0y

(sau f(z) = X\- ) se numeste vector propriu al operatorului liniar f, iar A se
numeste valoare proprie a lui f.

Multimea tuturor valorilor proprii se numeste spectrul operatorului liniar
f si se noteaza cu o(f).

Definitia 2.4.2 Fie () ## U C V un subspatiu vectorial al lui V. U se numeste
subspatiu invariant fatd de f € Lx(V) dacaV z € U avem f(z) € U.

Propozitia 2.4.1 Mulfimea tuturor vectorilor proprii corespunzatori valorii
proprii X reunita cu {0y} este un subspatiu vectorial al lui V, invariant in
raport cu f, notat cu Uy.
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Demonstratie: Fie z,y € U, oarecare si o, € K Din z € Uy avem
f(x) = Az, iar y € Uy implica f(y) = A\y. f fiind liniara,

flox + By) = af(z) + Bf (y) = ez + By = Moz + By)

deci ax + By € U,.

AplicAm Teorema 1.5.1 si obtinem ci Uy este subspatiu vectorial al lui V.

S& ardtam acum ca subspatiul vectorial Uy este invariant in raport cu f,
adica pentru orice z € Uy avem f(z) € Uy.

Fie x € U, arbitrar; f(z) = Az. U, fiind subspatiu vectorial, conform
Definitiei 1.5.1 (ii) avem Az € Uy,V = € Uy, A € K Deducem ca f(z) € Uy. &

Definitia 2.4.3 Subspatiul vectorial U, din Propozitia 2.4.1 se numeste
subspatiul propriu corespunzator valorii proprii A.

Teorema 2.4.1 Fie f € Lx(V). Au loc urmatoarele afirmatii:
(i) Daca M\ # Xo sunt valori proprii ale lui f, atunci Uy, +Uy, = Uy, ®U,,.
(it) Daca A1, o, ..., Ap sunt valori proprii distincte ale operatorului liniar
f iar vi,ve,. .., v, sunt vectori proprii corespunzatori valorilor proprii de mai
sus, atunci et sunt liniar independents.

Demonstratie: (i) V z € Uy, NU,, avem z € U,, z € U,,, adica f(z) =
Az, f(z) = Xoz. Egalitatea \yz = Aoz se poate scrie (A} — o)z = Oy.
Aplicim una din consecintele definitiei spatiului vectorial gi Ay # Ao implica
z = Oy, deci Uy, N Uy, = {0v}.

Atunci suma celor doud subspatii este o sumé directa:
Uy, + Uy, = Uy, ® Uy,

(ii) Demonstram afirmatia (ii) prin inductie relativ la p € N.

Daca p =1, {v1} este sistem liniar independent, v; fiind nenul.

Presupunem afirmatia adevarata pentru p—1, adica {vi,...,vp—1} este un
sistem liniar independent, si demonstram ca ea are loc pentru p.

Prin reducere la absurd, presupunem ca {vi,...,vp_1,vp} este un sistem
liniar dependent. Conform Propozitiei 1.2.1 (ii), 3 a1,...,ap—1 € K astfel
incat

Up = QU1+ A Qo1 Up—1 (%)

Vectorul v, fiind nenul, observam ca o, ..., a,_1 nu pot fi toti nuli.
Din f € Lk(V) si (*) obtinem

flop) =arf(vr) +--- +ap_1f(vp-1)
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Inlocuim f(v1) = Mo, ..., f(vp) = Apup i avem

ApUp = I AU + -+ + Qp 1 Ap_1Up—1
Pe de altad parte, inmultind (%) cu —A, gasim

—ApUp = —QIApVUL — =+ — Qp_1 A\pUp_1
Adunam ultimele doua egalititi:

Oy = ar1(A — Ap)vr + -+ ap—1(Ap—1 — Ap)Vp—1

Sistemul {vy,...,v,1} fiind liniar independent, aceastd combinatie liniara
trebuie sa fie triviala: ai (A —Ap) =0,...,ap—1(Ap—1 — Ap) = 0.
Rezultd a1 = ... = ap_1 = 0, deoarece Ay # Xp...Ap—1 # Xp. Din (%)

avem v, = Oy; contradictie.

Observatia 2.4.1 (i) Daca A,...,\, sunt valori proprii distincte ale opera-
torului liniar f, atunci existad suma directa Uy, ® Uy, ® --- @ Uy,

(ii) Un operator liniar pe un spatiu vectorial n-dimensional are cel mult n
valori proprii distincte.

2.5 Polinom caracteristic. Polinoame de matrice si
operatori liniari

Definitia 2.5.1 Fie A € M,,(K). Matricea nenuld

T
X = € Mnl(K)

Tp

se numeste vector propriu al matricei A dacd 3 A € K astfel incat
(A=X-1,)- X =0.

Ecuatia matriceala de mai sus, cu X # 0, conduce la conditia

det(A—X-1,) =0



32 Algebra liniara, geometrie analitica gi diferentiald

Definitia 2.5.2 Fie A = (a;;) € M,(K). Ecuatia

a1l — A a12 e A1p
ay a9y — AL aon 0
anl ano cee Gpp — A

se numeste ecuafia caracteristica a matricei A.
Polinomul P4 € K, [A] definit prin

Pa(A) =det(A — AL,) = (—1)"\" +pi A" L4+ pp i A+ py
se numeste polinom caracteristic al matricei A.

Observam cd in cazul in care A € M,,(K) este matricea diagonala

al 0 0
0 a2 : not

A= o . = diag(ay,az,...,a)
0O 0 ... ap

polinomul sau caracteristic este
Ps(A) =(—-1D)"A—a1)(A—a2) ... (A —an)

Definitia 2.5.3 Fie A, B € M,,(K). Spunem ca matricele A si B sunt aseme-
nea dacd 3 C € M,(K) nesingulars astfel incat A =C"'-B-C.

Propozitia 2.5.1 Doud matrice asemenea au acelagi polinom caracteristic.

Demonstratie: Fie A, B € M, (K) asemenea, adica 3 C' € M, (K) nesin-
gular astfel incit A=C~'- B - C.

Polinomul caracteristic al matricei A este

Pi(\) = det(A — A\I,,) = det(C~'-B-C — \I,,) = det(C~'-B-C —
C ' (AL, -C)=det(C (B —\,)-C) =detC~!-det(B — \I,) - det C =
det C~1-det C'- Pg(A\) = det(C~1-C) - Pg(\) = det(I,) - Pg()\) = Pg(}))
adica el coincide cu polinomul caracteristic al matricei B.

Definitia 2.5.4 Fie f € Lx(V'). Se numeste polinom caracteristic Py al opera-
torului liniar f polinomul caracteristic al matricei M (f) asociata operatorului
liniar f intr-o baza data.
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Observatia 2.5.1 Conform Teoremei 2.3.1, daci B, B’ sunt baze ale spatiului

vectorial V' si C este matricea asociatd schimbarii de baze B E B', avem
M'(f) = C1- M(f) - C.

Atunci M (f) si M'(f) sunt matrice asemenea si, pe baza Propozitiei 2.5.1,
observam ca definitia de mai sus este independenta de alegerea bazei.

Cu ajutorul polinomului caracteristic al unui operator liniar obtinem o
caracterizare a valorilor proprii: acestea sunt tocmai radacinile polinomului
caracteristic.

Propozitia 2.5.2 Fie f € Lg(V). A € o(f) daca si numai daca Py(X) = 0.

Demonstratie: A € o(f) < dz € V \ {0y} astfel incat f(z) = Az
& dz € V\ {0y} astfel incat (f —A-1y)(z) =0 < 3z € V\ {0y}
astfel incat M(f —\-1y)- X =0, unde M(f — X - 1y) este matricea asociatd
operatorului liniar f — A1y In raport cu o baza fixata B, iar X este matricea
coloana asociata vectorului z in raport aceeasi baza B.

Pe de alta parte, M(f — X-1y) = M(f) — A- M(1ly) = M(f) — A,.

In concluzie, A € o(f) daci si numai dacaPys(s)(A) = 0, sau, echivalent,
Pr(X) =0. ¢

Definitia 2.5.5 Fie f € Lx(V) si fie A o valoare proprie a lui f. Presupunem
ca polinomul caracteristic al operatorului liniar f se poate scrie sub forma

Pp(X) = (X =)™ - Q(z),Q(A) #0.
Numérul m) se numeste multiplicitatea algebrica a valorii proprii A, iar
r)y = dimg Uy se numeste multiplicitatea geometrica a lui .

Teorema 2.5.1 Pentru orice valoare proprie A a operatorului liniar f avem
ry < mpy.

Definitia 2.5.6 Fie f € Lx(V) un operator liniar astfel incat matricea aso-
ciatd intr-o baza B este M (f) = A € M, (K) si fie Q € K, [X],

QX)=a X" +a; X"+ Fap 1 X +an
Operatorul liniar definit prin
Qfy=ao-f"+ar-f" 4+t am- ftam lv

unde f¥ = f5=1 o f se numeste polinomul operatorului liniar f definit de
polinomul Q.
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Matricea definita prin
Q(A) =ag-A"4a; - A" a1 At an - I,
se numeste polinom de matrice A definit de polinomul Q.

Pe spatii vectoriale finit dimensionale, studiul polinoamelor de operatori
liniari revine la studiul polinoamelor de matrice.

Teorema 2.5.2 (Teorema lui Hamilton-Cayley) Fie A € M,,(K) si Pa(\) =
det(A — A\I,,) polinomul caracteristic al matricei A. Atunci avem

adica orice matrice igi verifica propria ecualie caracteristicad.

Observatia 2.5.2 (i) O consecinta a Teoremei 2.5.2 este P;(f) = 0.

(ii) Orice polinom de matrice de grad > n poate fi exprimat printr-un
polinom de matrice de grad n — 1 :

dacd A € M, (K) si PA(A) = (=1)" A" +p1 A" L+ -+ py_1 A+ py, conform
Teoremei 2.5.2 avem P4(A) = 0, adica

(_1)n71An = plAnil + - +pn71A +pn . In

Inmultim cu A si avem: A"t = (=1)" L (p, A" 1o 4p,_1A+p,-I,)-A =
pr(p1 A" st put At p L) + (1) (p2 A 4 prd) O



Capitolul 3

Forme biliniare. Forme
patratice. Spatii vectoriale
euclidiene

3.1 Forme biliniare

Definitia 3.1.1 Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial. O forma biliniard pe V
este o aplicatie g : V x V — K liniara in raport cu fiecare argument. Altfel
spus, V z,y,2',y € V, a, f € K, avem:

g(ax + By, z') = ag(z,z') + Bg(y,z")
g(z, oz’ + ByY') = ag(z,z') + Bg(x,y")

Vom nota cu Lo(V, K) multimea formelor biliniare definite pe spatiul vec-
torial V.

Observatia 3.1.1 Consecinte imediate ale definitiei unei forme biliniare sunt
urmatoarele:

(i) Vz,y € V, avem g(—z,y) = g(z, —y) = —g(z,y)

(11) v T,y € Va avem g(anV) = Q(OV,y) =0.

Observatia 3.1.2 Multimea Lo(V,K) are o structurd de spatiu vectorial
peste corpul K

Definitia 3.1.2 Fie g € £5(V,K). Multimile

Nl :Nl(g) = {.’L‘E V| g(xay) :03 vye V}

35
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Ny = No(g) ={y € V] g(z,y) =0, Vz €V}

se numesc spatiile nule ale formei biliniare g.
g se numeste formad biliniara nesingulara dacd N; = Ny = {0y }. Altfel, g
se numeste forma biliniara singulara (degenerata,).

Observatia 3.1.3 Spatiile nule N; si N, sunt subspatii vectoriale ale spatiu-
lui vectorial V.

Justificam aceasta afirmatie folosind Teorema, 1.5.1:
Vz,y€ Np,z' € V,a,p € K, avem:

glazx + By, z') = ag(z,z") + Bg(y,z') =0

deci ax + By € N;.
In acelasi mod, V z',y' € No,z € V,, 8 € K, avem:

9(z, 0z’ + By') = ag(z, ") + Bg(x,y') ==
deci az’ + By’ € No. &

Definitia 3.1.3 O forma biliniara g € Lo(V,K) se numeste simetrica daca

9(z,y) =gy, z),Vo,y €V

g se numeste forma biliniara antisimetrica daca

g(ﬂi,y) = _g(y7$)7V$7y eV

Vom nota cu £5(V,K) respectiv £5(V,K) multimea formelor biliniare si-
metrice, respectiv antisimetrice, definite pe spatiul vectorial V.

Teorema 3.1.1 L5(V,K) si L5(V,K) sunt subspatii vectoriale ale spatiului
vectorial Lo(V,K) si are loc relatia:

Lo(V,K) = L5(V,K) & L5(V, K)

Demonstratie: Aplicim din nou Teorema 1.5.1. Vgi,g92 € L5(V,K),
Vki, ke € K, avem:

(k191 + k2go2)(z,y) = kigi(z,y) + kaga2(z,y) = k1g1(y, ) + kaga(y, ) =
= (k191 + k292)(y,x),Vx,y ev

Atunci k1g1 + kaga € L5(V,K), deci L£5(V,K) este subspatiu vectorial
al spatiului vectorial Lo(V,K). Analog se verifica faptul ca L£$(V,K) este
subspatiu vectorial al spatiului vectorial Ls(V, K).
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Conform Propozitiei 1.6.1, £5(V,K) + L£5(V,K) este subspatiu vectorial al
spatiului vectorial Lo(V,K).

Aratidm ca suma celor doué subspatii vectoriale este o suma directd. Pentru
g € L5(V,K) N LS(V,K) avem

9(z,y) = g(y, ) si g(z,y) = —g(y,x), Yo,y € V.
Adunam cele doua egalitati si avem 2¢g(z,y) =0, V z,y € V, adica

L5(V,K) N L5(V,K) = {0}

Obtinem £5(V,K) + £4(V,K) = £5(V,K) @ £(V,K) C Lo(V, K). Trebuie
doar sa verificam incluziunea Lo(V,K) C L5(V,K) + L£4(V,K), adicd V ¢ €
L2(V,K), 3¢° € L5(V,K) si 3 g% € L5(V,K) astfel incat g = g°*+¢°. ¢° fiind o
forma biliniara simetrica, avem ¢°(z,y) = ¢°(y,z), V x,y € V. g% este o forma
biliniara antisimetrica, adica ¢*(z,y) = —g*(y, z), V z,y € V. Obtinem

9(z,y) = ¢°(z,y) + 9" (x,y), Va,y eV

Pe de alta parte,

9y, r) = g°(y,2) + 9" (y,2) = ¢° (%, y) — 9" (%, y)

Adunam cele doua egalitati de mai sus:

g9(z,y) +g(y,r) = 29°(z,y)

Definim )
gV xV —Kg*(z,y) = 5(9(93,?;) +9(y,z))

1
gV xV —=Kg"(z,y) = 5(9(96,3/) -9(y,x)), Vo,yeV

Formele biliniare ¢° gi g* au proprietétile cerute. <

Observatia 3.1.4 (i) In general N;(g) # Na(g); egalitatea are loc numai daci
g € L5(V,K).

(ii) g € L£5(V,K) dacad si numai dacd g(z,z) = 0,Vz € V. Sa justificam
aceasta afirmatie.

Fie g : V x V — K astfel incat g(z,y) = —g(y,z), V z,y € V; atunci
g(z,z) = —g(z,2) & g(x,z) =0, VzeV.

Reciproc, si presupunem ca g(z,z) = 0,Vx € V. Pentru orice z,y € V,
avem = +y € V. Conform ipotezei g(z + y,z + y) = 0. Folosind faptul ca
g este o formd biliniard, obtinem g(z,z) + g(z,v) + 9(y,z) + g(y,y) = 0.
Inlocuim g(z,z) = g(y,y) = 0 si rezulti g(z,y) + g(y, z) = 0, adici g(z,y) =
—g(y,x),Vz,y € V. Am aratat astfel cd g € L5(V,K).
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3.2 DMatricea asociata unei forme biliniare

Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial de dimensiune n gi fie B =
{e1,e2,...,en} 0 baza a spatiului vectorial V.
Fie z,y oarecare. In raport cu baza B, avem urmatoarele reprezentari ale
vectorilor z si y :
T = x1€1 + T2e2 + -+ + TpeE,
Yy =y1€1 +y2e2+ -+ Yney
Pentru g € £5(V,K) putem scrie

n n n n n n
gz y) =g | Y miei, Y yje; | =D wiyigleie)) =YY gijziys
i=1 j=1

i=1 j=1 i=1 j=1

Am notat g(e;, ej) = gij,7 = L, n.

Definitia 3.2.1 Scalarii g;; = g(e;,¢j), i,j = 1,n, se numesc coordonatele
formei biliniare g in raport cu baza B. Expresia

n n
9(z,y) = Z Zgz‘jfﬁiyj
i=1 j=1
se numeste expresia algebrica a formei biliniare g in raport cu baza B.
Matricea Gg = (gij)lgm-gn se numeste matricea asociatd formei biliniare
g in raport cu baza B. Aceasta se noteazi simplu cu G atunci cand baza B
este subinteleasa din context.

Folosind notatiile

A
Y2
X' =(zy29...0p) 1Y = ]

Yn

forma biliniara g se poate scrie sub forma matriceald
g(z,y) =X"-G-Y

Observatia 3.2.1 (i) Matricea asociata formei biliniare g; + g2, unde g1, g2 €
Lo(V,K), este G1 + G2, iar matricea asociatd formei biliniare & - g, unde g €
L5(V,K), este k- G.

(ii) Daca g € £5(V,K), atunci G este o matrice simetrica.

(iii) Daca g € L£5(V,K), atunci G este o matrice antisimetrica.
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Se pune problema urmatoare: cum se comporta matricea formei biliniare
g la o schimbare de baze in spatiul vectorial V'?

Teorema 3.2.1 Fie g € Lo(V,K), B si B' doud baze in spatiul vectorial V

C
astfel incat B + B'. Daca G este matricea asociatd formei biliniare g in raport
cu baza B, iar G' este matricea asociatd formei biliniare g in raport cu baza
B’ atunci

G'=C'-G-C.

Demonstratie: Ecuatia matriceala a formei biliniare g in raport cu baza
B este

iar in raport cu baza B’ avem
glw,y) =Xx"-G v’ (%)
c
Fie schimbarea de baze B = B’. Din Propozitia 1.4.1 avem
X'=C'1.XsiXx=C-X
Y=C'.YsiY=CY

Inlocuim in (*) si avem:
gzy)=X".q.vy=x".ct.¢g.-c.y =x".¢".Y'

Din aceastd egalitate si din (**) obtinem X'*(C*-G-C—G')-Y' =0, V X', Y’,
de unde rezultd C*- G- C =G'. &

Observatia 3.2.2 Rangul matricei G este acelagi pentru orice baza a
spatiului vectorial V.

Definitia 3.2.2 Se numegte rang al formei biliniare g € Lo(V,K) rangul ma-
tricei asociate lui g intr-o baza oarecare a spatiului vectorial V.

3.3 Forme patratice

Dintre formele biliniare definite pe un spatiu vectorial, o importanta aparte
o au formele biliniare simetrice.

Propozitia 3.3.1 Orice forma biliniara simetrica g : V x V — K este deter-
minata de restrictia sa la diagonala lus V x V :

h:V =K h(x) =g(x,z), VeeV
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Demonstratie: Fie 2,y € V oarecare. Calculam

gz +y,z+y)=g(z,z) +29(z,y) + 9(y,y)

Din definitia lui A avem
hz +y) = h(z) +29(z,y) + h(y)

de unde obtinem

o(0,9) = (bl +) — hia) ~ hly)), ¥ 2,y € V.

Definitia 3.3.1 Fie g o form4 biliniara simetrica. Functia h definita prin
h:V - Kh(z) =g(z,z), Ve eV

se numeste formd pdtratica pe spatiul vectorial V.
Forma biliniara

1
g: VxV— Kag(xay) = 5(h($+y) - h(ZE) - h(y))a v T,y € Vv
se numeste forma polara (forma dedublatd) a formei patratice h.

Forma patratica h se numeste nesingulard (respectiv singulara) daca g este
nesingulara (respectiv singulara).

Observatia 3.3.1 Pe baza definitiei se stabilesc ugor urmatoarele proprietati
ale unei forme patratice h :

(i) h(Az) = A2h(z), ¥V = € V, XA € K (h este functie omogeni)

(ii) h(—z) = h(z), V z € V (h este functie para)

(iii) h(x +y) + h(z —y) = 2(h(z) + h(y)), ¥V z,y € V (identitatea parale-
logramului).

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K, dimgV = n, iar
B = {e1,e9,...,e,} 0 baza a spatiului vectorial V.

Pentru orice z € V, conform Teoremei 1.3.5, dz1,...,z, € K unici astfel
incit x = x1e1 + xaes + - - - + xpey.

Din Definitia 3.2.1 gi Observatia 3.2.1 obtinem:

n n
h(z) = ZZgz‘jxﬂj, 9ij =95 €K, i=1mn, j=1,n, gi; = g(ei, e;)
i=1 j=1
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n n
Definitia 3.3.2 Expresia h(z) = Z Zgijxixj se numeste forma (expresia)
i=1 j=1
algebrica a formei patratice h in raport cu baza B. Coeficientii g;;, 4,j = 1,n,
se numesc coordonatele formei patratice h in raport cu baza B.
Matricea (simetrica) G' = (gij)1<i,j<n Se numeste matricea asociata formei
patratice A in raport cu baza B.

Folosind notatiile uzuale
T1
t T2
X'=(z129...20), X =
In
forma patratica h va avea ecuafia matriceala

h(z)=X'-G-X

Exemplu: Fie forma pétratica h : R® — R, h(z) = 222 — 22 + 23+ 21170 +
123 — 4w9w3. Matricea asociata lui A (in raport cu baza canonica B.) este

DNO| = = N
N —

iar ecuatia matriceala a formei patratice h este urmatoarea:

2 1 !
2 1
h(z)=(xy 29 2z3)- | 1 —1 =2 || z
1
Z 92 1 T3
2

Observatia 3.3.2 In expresia algebrica a unei forme patratice h intervin doua
tipuri de termeni:

- termeni de forma g1172, ..., gun22, numiti termeni pdtratici;

- termeni de forma gi122122, . . ., gn—1,nTn—12n, Numiti termens dreptunghiu-
lari.

Termenii corespunzatori formei polare g se obtin prin dedublare: gj3z7 se
inlocuieste cu g11x1y1, iar giox1z2 se inlocuieste cu %(mlyg + zoy1).
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3.4 Reducerea unei forme patratice la forma
canonica

Se pune problema existentei unei baze in spatiul vectorial V' astfel incat in
raport cu aceastd baza h sa aiba o expresie de forma

2 2 2
h(z) = Mzy 4+ Az + -+ + Az,
adica sa contina numai termeni patratici.

Definitia 3.4.1 Expresia de mai sus se numeste forma canonica a formei
patratice h.

Expresia matriceala a formei canonice a lui h este

A0 ... 0 2
0 A ... 0

h(w) = (21 @2 .mn)- | . A I
0 0 ... X\ Tn

Observatia 3.4.1 Daca rangG = r < n, in forma canonicad a lui A numai r
dintre coeficientii A1, Ao, ..., Ay sunt nenuli; pentru ca rangul lui G nu depinde
de baza (Observatia 3.2.2), putem scrie rangG = rang[diag(A1, Az, ..., Ap)].

Teorema 3.4.1 (Gauss-Lagrange) Fiind data o formd pdtratica h : V. — K
intr-o baza oarecare, se poate face o schimbare de baze astfel incat in raport
cu noua baza h sa aiba forma canonica.

Demonstratie: Fie dimgV = n. Deosebim doud cazuri.
I. 9 a;; # 0; putem presupune ci a1 # 0.
Scriem A sub forma urmétoare:

2a 2
h(z) = a1 |22 + Jxlxg 4+ 4
ail all

Alin

an) + @(x2,...,2n)

2

a a

h(l‘) = a1l (371 + —121'2 + -+ ﬂl'n) + h1($2, .. ,l‘n)
an ail

2 2
hi(xa,...,zn) = @(x2,...,2y) —ann [(ﬂm) — = (aﬂwn> ] :

hy este o forma péatratica in zo, ..., Ty,.
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Efectuam schimbarea de coordonate

G412 G1n
Y1=T1+—To+-+ —1Iy
a1l aii
Y2 = 22
Yn = Tn

Se continua in acelasi mod cu forma patratica hy.

43

IL a;; =0, i =1,n; 3 a;; #0, i # j; presupunem a2 # 0.

Prin efectuarea schimbarii de coordonate
Y1 =T + T2
Yo = T1 — T2
Ys = I3
Yn = Tn

reducem acest caz la cazul 1.$
Exemplu: Fie forma patratica

h:R® = R h(z) = z129 + zox3 — 27 — 25 — 5

2

2

Grupam termenii ce contin z1 gi formam un patrat perfect:

h(z) = — (2% — 2122) + 7273 — T3 — 22
1 3
h(z) = — (ml - 5(1)2) - Zx% + zox3 — 23

Aplicadm aceeagi metodd pentru forma patratica hq(x)

1 \> 3 4
h(z) = — (3:1 — 5332) ~1 (w% — §$2x3> — w%

In final obtinem

1 \* 3 2 \? 2
h(z) = — (ml - 5(1)2) 1 (:vg - §x3> — Za?
Efectuam schimbarea de coordonate

, 1
Ty = X1 — g(L‘Q
i
Ty = T2 — g(L‘?,

Th =13

2 2
—Zx2 + xox3 — T3 :
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care se poate scrie sub forma

1
z 1 D) 0 z1
=10 1 —% | e
xr xr
i 0 0 I i

Conform Propozitiei 1.4.1, X’ = C~!. X, C fiind matricea asociatd schimbarii

c
de baze B + B’, de unde obtinem

CL
0_1: 0 _g
3

0 O 1

care este chiar forma canonici a formei patratice h.
C
S& aflim acum baza B’. Matricea asociatd schimbarii de baze B - B’ este

1
C=(ChH'=

S = N
= QO | DN | =

Putem scrie acum formulele de schimbare a bazelor B - B’ :

el =e

, 1

€y = se1+e2
e'—ie —i—ge +e
3= gatgezte

1

1 2
gi in acest fel gisim B’ = {¢| = (1,0,0),¢}, = (5, 1,0),e} = (5’ 3 D} &

Observatia 3.4.2 (i) Forma canonici nu este unica.
(ii) Forma polara asociata formei patratice
h(z) = Ma? + - 4+ Az

este g(z,y) = M z1y1 + Aexoys + - - - + A\pZpyn Si ea se numegte forma canonica
a formei biliniare polare g.
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Definitia 3.4.2 Fie A = (aij) i=i» € M,(K). Determinantii

A1 = a1

a a
A2 — 11 12

a1 as2

ailr a2 a13
AS = | G21 G22 G323

a31 a32 433

A, = detA

se numesc minorii diagonali principali al matricei A.

Teorema 3.4.2 (Jacobi) Dacd matricea asociatd unei forme patratice h are
toti minorii diagonali principali nenuli, atunci existd o baza astfel incat h sa
aiba, in aceastd baza, forma canonica

1 A
= R @) 5 @) e R (a)?

Fara demonstratie.
Exemplu: Fie forma pitratici h : R® — R h(z) = 22?2 — 223 + 22 +

h(x")

2 4 -1
8x119 — 211 x3. Matricea asociata acesteia este 4 -2 0 iar minorii
-1 0 1

diagonali principali sunt Ay = 2, Ay = —20, A3 = —18. Gasim astfel forma
canonica a lui A :

(') = 3 (@) = 16 (ah)” + 5 (#4)”

Observatia 3.4.3 (i) Dacd V este un spatiu vectorial complex si rang h =
r < n = dimcV, in forma canonici a lui h, h(x) = \j2? + - -+ + .22, se poate
efectua o schimbare de coordonate de forma

( Z1 =V )\1.’1:1
Zr = \/xxr

Zr41 = Tr41

L ?n — Tn

si expresia lui A devine

h(z) =2} + 25+ + 22
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Aceasta este forma normald a formei pdtratice h intr-un spatiu vectorial com-
plex.

(ii) Daca V este un spatiu vectorial real, presupunem Aj, A,..., Ay, > 0 si
Ap+15Ap42, - - -y Ap < 0 (altfel renumerotam coordonatele).

Efectuam o schimbare de coordonate de forma

(Y1 = VAT

Yp = v/ ApTp
} vt =V [ Ap+1|Zp+1

Yr = |>\r|xr

Yr+1 = Tr41
\ Yn = Tn
si expresia lui A devine
2 2,2 2
hy) =i+ Y —Ypr1 = — U

Aceasta este forma normala a formei patratice h intr-un spatiu vectorial real.

O problem4 interesanta este urmitoarea: numarul p al termenilor pozitivi
din forma normald (canonica) a unei forme patratice h definita pe un spatiu
vectorial real depinde de bazi? Raspunsul este dat de teorema urmétoare:

Teorema 3.4.3 (Sylvester) Numdarul p al termenilor pozitivi din expresia
canonicd a unei forme pdtratice definita pe un spatiu vectorial real este in-
dependent de alegerea bazes.

Definitia 3.4.3 Numirul p al termenilor pozitivi din expresia canonici a
formei péatratice h se numeste indice pozitiv de inerfie. Numarul ¢ = r — p
se numeste indice negativ de inertie, iar sign(h) = p — ¢ se numeste signatura
formei péatratice h.

O forma patratica h se numeste pozitiv definitd daca h(z) > 0, Vz € V, z #
Oy . h se numeste negativ definita daca h(z) <0, Vx € V, x # Oy.

Observatia 3.4.4 (i) h este pozitiv definitd dacd si numai daca p = n sau,
echivalent, Ay,..., A, >0

(ii) h este negativ definitd dacd si numai dacd ¢ = n sau, echivalent,
(—1)kAk >0,k = 1,—77,
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3.5 Definitia spatiului vectorial euclidian. Exemple

Un spatiu vectorial euclidian este un spatiu vectorial dotat cu o forma
biliniara (conjugat) simetrica, pozitiv definitd, numita produs scalar, care per-
mite definirea a doua concepte fundamentale noi: norma unui vector respectiv
ortogonalitatea a doi vectori.

Definitia 3.5.1 Fie (V,+,-,R) un spatiu vectorial. Se numeste produs scalar
real pe V aplicatia (-,-) : V x V — R (z,y) — (z,y) cu proprietatile:

(

(kz,y) = k(z,y), Yo,y €V, kER

(z+y,2) = (x,2) + (y,2), V&,5,2€V

(x,z) >0, VzeV; (r,z) =0 & = =0y.

Definitia 3.5.2 Fie (V,+,-,C) un spatiu vectorial. Se numeste produs scalar
complex pe V aplicatia

<'a'> VXV — (Ca (xay) = (:E,y)
cu urmatoarele proprietati:

U) (z,y) = (y,z), Va,y eV
2), 3) si 4) ca in Definitia 3.5.1.

Observatia 3.5.1 Pe baza definitiilor de mai sus, se stabilesc usor
urmétoarele proprietati:

(i) (z,ky) = k(z,y), Vz,y eV, keR

(z,ky) = k(z,y), Vz,y €V, k€ C

(ii) (z,0y) =0, Vz € V, K fiind R sau C

(iii) (z,y + 2z) = (z,y) + (x,2), V z,y,2z € V, K fiind R sau C

In concluzie, un produs scalar real pe V este o forma biliniara simetrica
pozitiv definita.

Definitia 3.5.3 Un spatiu vectorial V' pe care s-a definit un produs scalar
(real sau complex) se numeste spatiu prehilbertian (real sau complex). Daca,
in plus, dimV < 400, spatiul prehilbertian V' se numeste spatiu vectorial
euclidian.

Exemple: (i) Pe spatiul vectorial aritmetic n-dimensional R" definim

(z,y) = z1y1 + Toy2 + - - + TnYn
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unde z = (17172727 N 7xn)7 Yy = (y17y27 N 7yn)

Se verifica ugor proprietitile 1)-4) din Definitia 3.5.1, deci in felul acesta
se definegte un produs scalar, numit produsul scalar canonic in R".

(ii) Fie V. = C" §i (z,y) = z1Y1 + 22Y2 + ... Zn7,. Au loc proprietitile
1’)-4) din Definitia 3.5.2. Produsul scalar obtinut se numeste produsul scalar
canonic in C".

Definitia 3.5.4 Fie (V,+,-,K) un spatiu vectorial, K fiind R sau C. Aplicatia
| -|l : V— Ry cu urmatoarele proprietati:

Dzl =20, VzeV; |z[=0 & z=0v;

2) |lkall = k| - all, ¥ = € V, k € K

3) llz+yll <ll=ll + llyll, ¥,y eV
se numeste normd pe spatiu vectorial V, iar (V,||-]|) se numeste spafiu vectorial
normat.

Teorema 3.5.1 Fie V un spatiu prehilbertian real. Au loc afirmatiile
urmatoare:

(i) [{z,y)| = /(z,z) - \/{y,y), ¥ z,y € V (inegalitatea lui Schwartz)

(i) || - || : V= Ry, ||z]| = (=, x), V z €V, defineste o norma pe V

(Orice spatiu prehilbertian real este un spatiu vectorial normat.)

(iii) ||z + yl|? + llz — yl|* = 2(]|z]|? + |ly||?), V =,y € V (identitatea para-
lelogramului)

Definitia 3.5.5 (i) Functiad : V xV = Ry, d(z,y) = ||lx —y||, Vz,y € V
se numeste distanta pe V; d(z,y) se numeste distanta dintre vectorii x si y.
(ii) Fie K = R. Numarul 6 € [0, 7] definit prin cos = Azy) z,y # Oy

, _ _ Izl -yl
se numeste unghiul vectorilor x si y.

Remarcam faptul ca definitia unghiului dintre doi vectori are sens numai
pentru spatii vectoriale reale. Definitia este corecta, conform inegalititii lui
Schwartz.

3.6 Ortogonalizare

Fie V un spatiu prehilbertian real sau complex.

Definitia 3.6.1 (i) Vectorii z,y € V' se numesc ortogonali dacd (z,y) = 0. In
acest caz, notam z | y.

(ii) Sistemul de vectori {v;}icr C V se numeste sistem ortogonal daca
UZ'J_Uj, Vi, jel, i#j.
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(iii) Fie U, W subspatii vectoriale ale lui V. Spunem ca U si W sunt
subspatii ortogonale daca x Ly, Va e U, ye W.

(iv) Un sistem de vectori {v;}ic;r C V' se numeste sistem ortonormat daca
este un sistem ortogonal si ||v;|| =1, Vi € I (v; - versori).

Daca {v;}ier C V este un sistem ortonormat, putem scrie

1, i=j . .
(vi,vj) = 05 = { 0 i 75? (simbolul lui Kronecker)

Observam ca vectorul nul este ortogonal oricarui vector: (Oy,z) =0, V. € V.

Propozitia 3.6.1 (i) Fie V un spatiu prehilbertian. Orice sistem ortogonal
de vectori nenuli din V este liniar independent.

(ii) Fie V' un spatiu vectorial euclidian n-dimensional. Orice sistem orto-
gonal format din n vectori nenuli ai lui V este baza.

(i1i) Fie V un spatiu vectorial euclidian real sau complex gi B =
{e1,e2,...,en} 0 bazd ortonormata a lui V. Atunci avem:

n
(z,y) = Y _2F;, daci K=C
=1

n
(z,y) = inyi, daca K =TR.
i=1

Demonstratie: (i) Fie S = {v1, v2,...,v,} C V\{0v}, avand proprietatea
v; Lvj, i # j. Fiear,a,...,a, € Kastfel incat ayvi +agva+- - - +anv, = Oy
Atunci

(11 + agug + -+ + apvp,v;) =0, i =1,n.

Din proprietatile produsului scalar obtinem
a1 (v, v;) + a2(v2,vi) + -+ + @iV, Vi) + -+ ap{vg,v) =0

Pe de altd parte, (v;,v;) =0, i # j. Rezulti o;|v;[|> =0, deci o; =0, i =
1,n. Atunci S este un sistem liniar independent.

(ii) Fie S = {v1,...,v,} C V \ {Oy} un sistem ortogonal de vectori. Pe
baza afirmatiei (i), S este un sistem liniar independent, ce are n elemente.
Deoarece dimgV = n, rezulta cd S este baza a spatiului vectorial V.

(iii) Fie x = zye1 + -+ -+ zpe, siy = y1e1 + - - - + ypep. Consideram K = C.
Din proprietatile produsului scalar avem:
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wy) = (ChimenSiavie) = Yiiwm(enXjiue) =
Z?:AI D io e ) = 300y Yoo @il = Yo Tl

In acelagi mod, in cazul K = R putem scrie:

(my) = <Zzn:1 TiCi, Z;’L:I yjej> = X Z?:l ziyjlei, ej) =
D1 21 TiYi0i = Do Tiyi &

Propozitia 3.6.1 arata ca in raport cu o bazad ortonormata orice produs
scalar are forma canonica.

Teorema 3.6.1 (Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt) Fie V un
spatiu prehilbertian real sau complex i fie S = {fitien C V un sistem liniar
independent. Fie Wi = (f1, fo,-- -, [x), k> 1.

Ezista un sistem ortogonal de vectori S = {e;}ien C V astfel incat

Wé:<811621'--a6k>:Wk,k2 1.

Demonstratie: Aritam aceasta prin inductie relativ la k € N.

Fie £ = 1; luam e; = f;. Deoarece S este un sistem liniar independent,
fi 75 Oy, Vi €N, deci e 75 Oy. Evident W = <€1> = <f1> = Wi.

Pentru k = 2 luam e = fo + Aeq, unde A € K astfel incat (es,e;) = 0. Din

(f2 + Xep,e1) =0 rezultd (fo,e1) + Aeg,er) =0 si gasim A = —%.
€1,€1
Am obtinut astfel
e
e1 = fi; e2=fo— e,
(e1,e1)
Fie Wy = (f1, f2). Avem ey, eq € Wy 51 W5 = (e1,e2) C Wa. Reciproc, din
e
fi=e1; fa=e+ (2 1>61
(ela 61)
rezultd, f1,fo € Wi = (e1,e2) = st Wo = (f1,f2) C W3 In concluzie,
W, = W.
Presupunem ca am gésit un sistem ortogonal de vectori din V, {eq, ..., ex},
astfel incat W) =W;, i = 1, k.
k
Ludm eg11 = fra1 +Z Aie; cu A; € K astfel incat (eg41,e5) =0, 5 =1,k.
i=1
Din (fei1 + o0 Nieisej) =0, 5 =1,k rezultd

k

(fk-l—laej) + ZAZ<6276]> = 07 .7 = 17k
i=1
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<fk+la e])

. . (ej, €5)
Am obtinut astfel expresia vectorului eg1 :

Folosind (e;, ej) = 0;; gisim \; = — j=1,k.

k
Srt1,€i
k1 = frt1 — Z Mei

i—1 <6i7 ei)

Tinand cont de aceastii expresie si de faptul ci e; € Wy,i = 1, k rezulti
Wi € Wgy1. Pe de alta parte, din

P i <fk+1,€i>e.

obtinem Wy C Wy, deci Wy | = Wiy $

Observatia 3.6.1 (i) In orice spatiu vectorial euclidian exista baze ortogo-
nale.

(ii) Fie B = {f1,..., fn} 0 bazd a spatiului euclidian V. Conform Teoremei
3.6.1, B'={e1,...,e,}, unde

k

e1 = fi,eer1 = fer1—

=1

(frt1,e€i)

(ei, ei)

e, k=0n—1

este o baza ortogonala a spatiului euclidian V.

< €k — . . o o
Notam Tex = Texl er, k =1,n. Putem pune in evidenta o bazi ortonor-
€k €k
mata a spatiului vectorial V :

Buz{:l_fg_“_&L}
ledll” Tlezll” " Tlenll

Exemplu: In spatiul vectorial R? considerim produsul scalar canonic

(z,y) = 2191 + T2y2 + T3Y3

si sistemul de vectori B = {f; = (1, —2,2); fo = (—1,0,—1); f3 = (5,—3,—7)}.
S% verificim mai intai ca B este o bazi a lui R®, apoi vom preciza o bazi
ortonormata B’ si o bazad ortogonald B”.
1 -1 5
Faptul cd B este baza rezultd din | —2 0 —=3 | =27#0
2 -1 =7
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Fie B' = {ey,e2,e3}, unde vectorii e1, ez, e3 sunt dati de formulele din
Observatia 3.6.1 (ii):

€1 = fl = (17_272)
ey = fo— <f2,61>61 _ <_g 2 _l)

<61361> 3’ 3, 3
r= fo— e - e, (6,5

Baza ortonormata corespunzatoare bazei B este

2 2 1
B' = {61 = (13_232);62 = (_5,_5’_§> ;€3 = (6a_3a_6)}

S& gasim acum vectorii bazei B”, la fel ca in Observatia 3.6.1 (iii):

“a__ ! (1, -2 2)—(1 2 2)
el VI+4+4 ~ 7 777 \3 3’3
2 2 1

€2

Tl ~\ 737373

e3 _<2 1 2)
lles ] 373 3
B,,_{ el e e }_{(1 2 2)( 2 2 1)_(2 1 2)}
ledll” [le2ll” [les | 3 3'3)°\ 3 3 3)'\3 3 3




Capitolul 4

Vectori liberi

4.1 Vectori liberi. Operatii cu vectori liberi

Fie X si Y doud multimi nevide si X xY = {(z,y)| z € X, y € Y}
produsul lor cartezian. Fie G C X x Y.

Tripletul p = (G, X,Y) se numeste relafie binara de la multimea X la
multimea Y iar G se numeste graficul relatiei p. Daca (z,y) € G, spunem c&
x este in relatia p cu y si scriem zpy. Daca Y = X, atunci p = (G, X) se
numeste relatie binara pe X.

Relatia binard p = (G, X) se numeste:

- reflexiva daca zpz, V z € X;
simetrica daca zpy = ypzx, Vz,y € X;

- antisimetrica daca zpy si ypr = z =y, ¥V z,y € X;

- tranzitiva dacd xpy si ypz = xpz, ¥V z,y,2 € X.

O relatie binara p = (G, X)) se numeste relatie de ordine pe X daci p este
reflexiva, antisimetrica si tranzitiva.

p este o relatie de echivalenta pe X daca este reflexiva, simetrica si tran-
zitiva. In acest caz, multimea,

T ={y € X| zpy}

se numeste clasa de echivalentd a elementului € X in raport cu relatia p.
Multimea claselor de echivalenta ale elementelor din X in raport cu relatia
p se numeste multime factor (cdt) a lui X prin echivalenta p si se noteaza prin

X/p={3| z € X}.

53
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In continuare vom nota cu Ej3 spatiul geometriei elementare. Elementele
acestui spatiu le numim puncte.

Definitia 4.1.1 O pereche ordonata de puncte (A, B) € E3 x E3 se numeste

segment orientat, reprezentat prin AB,

—

in care A se numeste originea segmentului orientat, iar B este extremitatea
sa. Dacd A = B se obtine segmentul ”orientat” nul AA.

Dreapta determinatd de punctele A si B se numeste dreapta suport a
segmentului orientat AB.

Definitia 4.1.2 Doua segmente orientate nenule 1@ si @ au aceeasi directie
daca dreptele lor suport sunt paralele sau coincid.

Douéa segmente orientate nenule care au aceeasi directie au acelasi sens
daca extremitatile lor sunt in acelagi semiplan determinat de dreapta ce uneste
originile celor doua segmente orientate.

Definitia 4.1.3 Se numeste norma unui segment orientat E distanta
d(A, B) "2 | AB].

Definitia 4.1.4 Doua segmente orientate nenule sunt echipolente daca au
aceeagsi directie, acelagi sens gi aceeagi norma.

Vom nota relatia de echipolenta prin ” ~ ”.

Evident, segmentele orientate nule nu au directie i nici sens. Prin definitie,
toate segmentele orientate nule sunt echipolente intre ele.

Observatia 4.1.1 Definitia 4.1.4 se mai poate formula astfel:
AB ~ CD dacid ABDC este un paralelogram (sau un paralelogram dege-
nerat) sau, echivalent, daca segmentele [AD] si [BC] au acelasi mijloc.

7

Observam ci relatia de echipolentd ” ~ 7 este o relatie de echivalenta pe

multimea segmentelor orientate.

Definitia 4.1.5 Se numeste vector liber orice clasi de echivalenti in raport
cu relatia de echipolenta. Orice segment orientat dintr-o clasd de echivalenta
se numeste reprezentant al vectorului liber.



G. Cicortas 55

Notatie: V3 = F3 x E3/ ~ este multimea vectorilor liberi din spatiu.

Dacéa a este un vector liber si ﬁ € @, citim ”1@ este un reprezentant al
vectorului liber @”. Definim ||a|| = ||AB]||. Directia (sensul) unui vector liber
este datd de directia (sensul) unui reprezentant al siu.

Vectorul 0 de reprezentant AA se numeste vectorul nul. Evident, ||0]] = 0.
Un vector liber @y cu proprietatea ||ag|| = 1 se numeste versor.

_ — _
Definitia 4.1.6 (i) Fie a,b € V5 astfel incat OA € @ si 1@ € b. Vectorul liber
¢ de reprezentant O? se numeste suma vectorilor @ si b, iar regula cuprinsa in
aceastd definitie se numeste regula triunghiului.

)

(ii) Fiea e V3 si k € R

Daci k = 0 sau @ = 0 definim k-a@ = 0.

Daci k # 0 si @ # 0, atunci k - @ are aceeasi directie cu @, acelasi sens
cu a pentru k > 0 respectiv sens opus lui @ daca £ < 0, iar norma este
Ik -all = |k - [[all.

Cele doua operatii definite mai sus nu depind de alegerea reprezentangilor.

Observatia 4.1.2 (i) Adunarea vectorilor liberi se poate efectua si cu regula
paralelogramului:

(ii) Regula triunghiului se poate extinde la regula poligonului, atunci cand
adunam n > 3 vectori liberi:
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Teorema 4.1.1 Mulfimea V3 a vectorilor liberi inzestratd cu operafia internd
de adunare a vectorilor si cu operatia externa de inmulfire a unui vector cu
un scalar este spatiu vectorial real.

Demonstratia este un simplu exercitiu. Precizam doar faptul ca zeroul
acestui spatiu vectorial este vectorul nul 0, iar pentru @ € V3 vectorul opus
este —a = (—1) - a.

4.2 Coliniaritate si coplanaritate
Vom spune ci vectorii liberi @, b sunt coliniari daci reprezentantii lor au

aceeasi directie. Vectorii liberi @, b, ¢ sunt coplanari daca reprezentantii lor au
directiile paralele cu un acelasi plan.

Propozitia 4.2.1 Vectorii nenuli @, b sunt coliniari dacd si numai dacd {@,b}
este un sistem liniar dependent.

Demonstratie: 7 = 7 Presupunem ci @, b # 0 sunt coliniari. Ardtim ci
existd k& € R unic astfel incat b=k - @.

Lo a 1 - b 1 - . o .
Fieay = — si by — - b versorii corespunzatori celor
fal Tl ]
doi vectori. Deoarece @ si b sunt coliniari, rezultd ci @ si by sunt coliniari, adica
by = +ag. Folosind expresiile corespunzitoare versorilor, avem W = :l:ﬁ
a
_ b b
deci b = H . Notam k£ = £ |||| H Obtinem b = k - @, relatie care se mai
a a

poate scrie sub forma k- @+ (—1) - b = 0. In concluzie {@,b} este un sistem
liniar dependent.

” & Presupunem acum c& {@,b} este un sistem liniar dependent. Atunci
exista ki, ko 6 R, de exemplu ko # 0, astfel incat k1 -@+ke-b=0saub=k-q,

unde k = _k_ € R. Egalitatea b = k - @ arati, de fapt, ci @ si b sunt coliniari.
2

In plus, k este unic cu aceastd proprietate. <

Observatia 4.2.1 Vectorii nenuli @, b sunt coliniari dacd si numai dacd 3k €

R unic astfel incat b = k - @.

Propozitia 4.2.2 Vectorii nenuli @,b,¢ € V3 sunt coplanari dacd si numai
daca {a,b,c} este un sistem liniar dependent.
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Demonstratie: 7 = 7 Presupunem ci @,b,¢ # 0 sunt coplanari. Aratim
ca exista a, 8 € R astfel incat a = ab + (e.
Fie OA € @, OB € b, OC € . Deoarece @, b, sunt coplanari, segmentele
: 54 OB < 0
orientate OA, OB si OC' sunt coplanare.
Prin A ducem AB'||OC si AC'||OB.

O B’ B

OB’ si OB sunt coliniari, deci 3 € R unic astfel incat OB = o-0OB. La
fel, O?’ si (ﬁ fiind coliniari, 3 4 € R unic astfel incat O?’ =p- O?
Acum putem scrie

52:5§+&?:m5§+ﬂ53

de unde rezulta
a=a-b+p-¢c
ceea ce aratd ci {@,b,¢} este un sistem liniar dependent.

7 <=7 Presupunem ca {a,b,¢} C V3 este un sistem liniar dependent, adica
existd ki, ko, k3 € R, de exemplu ky # 0, astfel incat k1 -a +ko-b+ky-¢c=0.
Cu notatiile o = _k_2 sifg= . putem scrie @ = ab + 8¢, o, f € R.

1 1 _

Evident vectorul @ este in acelagi plan cu b i ¢.

Observatia 4.2.2 (i) @,b,¢ sunt coplanari daci si numai daci 3 o, 8 € R
astfel incat @ = ab + fFc.
(ii) Orice trei vectori liberi necoplanari sunt liniar independent;i.

Teorema 4.2.1 dimg V3 = 3.

Demonstratie: Fie {@,b,¢} un sistem de vectori necoplanari. Pe baza
Observatiei 4.2.2(ii) rezulta ci {a,b,c} este sistem liniar independent.

E suficient si demonstram ci {a@, b, ¢} este sistem de generatori al spatiului
vectorial V3.
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Fie d € Vi arbitrar. Fie OA € @, OB € b, OC € ¢ si OD € d. Ducem
DD'|0C, D'A'|OB, D'B'|0A, DC'||OD'.

A

Aplicdm regula paralelogramului gi Observatia 4.2.1 si avem:
(f)):O?%LO?’:O—1>4’+0?’+0?’:a.0_,>4+5.0?+7.@

de unde obtinem
d = aa+ b+ e
Am aritat ci {@,b,¢} este bazd in spatiul vectorial V3, de unde rezults ci
dimg V3 = 3. &

Concluzia este urmatoarea: (Vs, +, -, R) este spatiu vectorial de dimensiune
3, in care orice trei vectori liberi necoplanari formeazd o baza.

Observam ca numerele unice o, 3,7 € R ce apar in demonstratia Teoremei
4.2.1 reprezintd coordonatele vectorului d in baza {a,b,¢c}.

Definitia 4.2.1 Fie 7,5,k € V3 versori avand directiile dous cate doui per-
pendiculare.
Baza {i,7,k} se numeste bazd ortonormatd a spatiului vectorial V3.
Daci@ € V3,@ =ay -i+as -]+ as -k, scalarii a1, as, a3 € R se numesc
coordonatele euclidiene ale vectorului liber @ in raport cu baza {i, j, E}.

Definitia 4.2.2 Fie O € FEj fixat si {i,,k} o bazi ortonormati. Perechea
R = (0,{i,7,k}) se numeste reper cartezian ortonormat.

Fie M € Ej arbitrar. Vectorul 7); de reprezentant O—]\} se numeste vectorul
de pozitie al punctului M. Dacid Fay =z -1 +y-j + 2 - k, notim M(z,y, 2).
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Observatia 4.2.3 Daci M,, M, € Fs astfel incat OM, € 77 5i OM, € 73,
Ti=z1-0i+y-j+= -k
To=mZ2-i+Yys-j+2-k

atunci putem scrie: MIM; = OM; — OM;, MIM; €,

v = (272 — 331){4- (y2 — y1)}+ (Zz — Zl)E

Definitia 4.2.3 (i) Fie E € E3 x E3. Se numeste proiectie ortogonald a
segmentului orientat AB pe dreapta d segmentul orientat A'B’, unde A’ =
prqA si B' = prqyB. Se numeste proiectia vectorului @ pe vectorul b clasa de
echivalenta in raport cu ”~” a proiectiei unui reprezentant al vectorului @ pe
suportul unui reprezentant al vectorului b.

(ii) Fie @,b € V3. Se numeste unghiul celor doi vectori, ¢ € 0, 7], masura
unghiului <(AOB) format de suporturile a doi reprezentanti OA € @ si @ €
b. Acesta este independent de alegerea reprezentantilor.

Notim ¢ = <(a@,b). Dacid ¢ = g, unde ¢ = <(@,b), vectorii @ si b se

numesc ortogonali si notim @ L b.

(iii) Numérul prya = |[a]| - cos ¢, unde ¢ = <(@,b), se numeste mérimea
algebrica a proiectiei ortogonale a lui @ pe b.
b
Vectorul prqa = ||al| - cos ¢ - m se numeste proiectia lui @ pe dreapta d, d

fiind dreapta suport a lui b.
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Propozitia 4.2.3 Au loc urmdatoarele proprietati:
(i) p’r‘g(al +as) = Pry61 -I—pT'gEQ_, Y ai,as,b €V3
(ii) pry(k - @) = |k| -prya, Va,b € V3, keR

Fara demonstratie.

4.3 Produse de vectori liberi

Definitia 4.3.1 Fie @,b € V3 si ¢ = <(a@,b). Se numeste produs scalar al
vectorilor @ si b numarul real

7B = 0, daci@a=0saub=0
L |l@]| - ||b]] - cos g, altfel

Propozitia 4.3.1 Produsul scalar al vectorilor liberi are proprietatile urma-
toare:

(v)V @b € Va3, a,b#0, avem cos <(a,b) = W
a .

(vi) Fie R = (0,{i,7,k}) un reper cartezian ortonormat si fie @,b € V3,
E:al-g—i-ag-j-i—ag-ﬁ, BZbl';-i—bg';-i—bg-E.
Atunci avem: ~
a-b=a1-by+az-bs+as-bs

lall = Va-a = y/a? + a3 + a3.

Demonstratie: Proprietatile de mai sus se stabilesc usor, pe baza
definitiei. JustificAm doar afirmatia (iii).

Observam ci @-b = ||@||- ||b|| cos ¢ = ||@]| - prab. Din Propozitia 4.2.3 rezult,

a-(5+72) = |[all - pra(b+7) = |l (prab + prat) =7 -b+a- 20

Observatia 4.3.1 Dacid R = (O, {i, j, k}) este un reper cartezian ortonormat,
atunci avem:
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Definitia 4.3.2 Fie @,b € V3, ¢ = <(@,b). Se numeste produs vectorial al
vectorilor @ si b vectorul

_ T 0, daci @ = 0 sau b = 0 sau @, b coliniari
axb= T _
|a|| - ||b]| sin - €, altfel

unde € este un versor perpendicular pe planul vectorilor @ si b, avand sensul
astfel incat sensul lui € este cel al inaintarii burghiului daci se rotegte @ in
planul vectorilor @ si b pand cand acesta se suprapune peste b astfel incat
unghiul rotatiei sa fie mai mic decat .

|

a

Observatia 4.3.2 Pentru norma produsului vectorial avem urmé&toarea in-
terpretare geometrica:
la x b|| este aria paralelogramului construit pe vectorii @ si b.

Reperele carteziene in spatiu (cat i in plan) se impart in doud categorii:

1. repere carteziene direct orientate

2. repere carteziene invers orientate.

Fie R = (0;{i,7,k}) un reper cartezian ortonormat. Observim c& putem
avea i X ] =k saui x j = —k.

Definitia 4.3.3 Vom spune ca reperul cartezian ortonormat R = (O; {i,7,k})
este orientat direct dacd i X j = k. Daci 7 x § = —k, atunci reperul cartezian
ortonormat R se numeste invers orientat.

Propozitia 4.3.2 Produsul vectorial al vectorilor liberi are urmdatoarele pro-
prietati:
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(v) ||@ x b||? + (@ - b)? = |@l||? - |b||?, ¥ @, b € V3 (identitatea lui Lagrange)
(vi) Fie R = (0,{i,j,k}) un reper cartezian ortonormat direct orientat si
a, be Vs,

Ezal-;—i-ag-;-i—ag,'k, b:bl';-i—bg';-i—bg-ﬁ.

Produsul vectorial al vectorilor @ si b se calculeazd cu ajutorul determinantului
formal

AR
axb=|a ay as
by by b3

Demonstratie: Justificim doar afirmatia (iii).
Ideea demonstratiei este faptul ca patrulaterele de mai jos au aceeasi arie.

IS]

Fie d o dreaptii perpendicularii pe @ si @ x b si fie 3 proiectia ortogonala a
vectorului b pe dreapta d.

Demonstram ci [|@ x b|| = ||@ x 51||.
b
| a
] P
T _ _
2% axb
l—)/
d
_ = _ -/ . 7 _ =
[ x bl =@l - [|b']] - sin<(@,b) = [[al| - [[b']] =

_ T ™ _ T . _ T
= |[@l - Bl cos (5 =) = lall - [ sinp = [[a x B
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Pe de alta parte, b L a, b Lax b, iar @, b si b sunt coplanari, de unde rezulta
ciaxbsiax b coliniari. Acesti vectori au acelasi sens.
Fie @ = prye. Evident, b si @ sunt coliniari; din Observatia 4.2.1 rezulti ci
Jda € R nenul, unic, astfel incat ¢ = a-b . Vom avea, de asemenea, G X¢ = aX¢C.
Calculam acum @ x (b +©).
ax (b+¢) = axprq(b+2) =ax (p?"db+p7"dc) =ax
x((1+a)-b) = (1+a)-axb =axb+ax(ab) =a
&

Observatia 4.3.3 Daci R = (0, {i, 7, k}) este un reper cartezian ortonormat
direct orientat, avem:

. | O =
Do

X
i
J
k

Definitia 4.3.4 Fie a,b,¢ € V3. Se numeste produs mizt al acestor vectori
numérul real

(@b,c)=a-(bxvc)

Propozitia 4.3.3 Produsul mizt al vectorilor liberi are urmdatoarele pro-
prietafi:

(i) (@,b,c) = (b,c,a) = —(a,¢c,b), ¥V a,b,c € V3

(i) (5+T) C E) = (a,¢,d) + (b,¢,d), v E,E,E,E eVs

(iii) (a@,b, E) & un vector este 0 sau doi vectori sunt coliniari sau
vectorii @, b, ¢ oplanari.

(u_/) Fie R = (O, {i,7,k} un reper cartezian ortonormat direct orientat si
fiea,b, ¢ € Vs,

@ =aii+ asj +ask, b=>bii+byj +bsk, ¢=cii+ coj + c3k.
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Atunci avem:

Demonstratia este imediata.

as as
by b3
Cy C3

Observatia 4.3.4 Produsul mixt al vectorilor liberi are urmatoarea inter-
pretare geometrica: |(@,b,c)| este volumul paralelipipedului construit pe cei

trei vectori.
Justificarea este urmatoarea:

|@,b,2)| =la- (bxo) =@l bxel-|cose|=h-[bxz|=v.

=l
X
ol




Capitolul 5

Dreapta in plan

5.1 Sisteme de coordonate in plan

Fie E5 planul euclidian si V5 spatiul vectorilor liberi din planul Fs, obtinut
analog spatiului vectorial V3. Fie O un punct fixat in Fs, numit origine si
B = {i,j} o baza ortonormati in V5. X X .

EM € E5 un punct arbitrar; avem O—]\} =OM'+0OM". Fie OM" € T
i OM” € Tpp».

I M
A

j

O] i M’

Vectorii 7y si 4 sunt coliniari, deci existd z € R unic astfel incat 7y = z - .
La fel, vectorii j si 7ps» fiind coliniari, exista y € R unic astfel incat 7y» = y- 5.
Atunci vectorul de pozitie al punctului M, 7,;, are expresia

FM:x-Z—i—y-j

Definitia 5.1.1 Ansamblul R = (0, {i,j}) se numeste reper cartezian orto-
normat in Es. Coordonatele (x,y) ale vectorului de pozitie 7, al punctului
M se numesc coordonate carteziene ale punctului M in reperul R. Notam
M(z,y).

65
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Un alt tip de coordonate frecvent utilizate in plan sunt coordonatele polare.
Fie M € Ey \ {O} arbitrar. Fixam o semidreaptd Oz in plan, numita aza
polard. Notam d(O, M) = p, <(Oz;OM) = 6.

Definitia 5.1.2 (p,0) € [0, +00) x [0,27) definite ca mai sus se numesc coor-
donate polare ale punctului M. Daca M = O, atunci p =0, § = 0.

M

O x

Observatia 5.1.1 Trecerea de la coordonatele polare la cele carteziene se face
prin formulele urmatoare:

x = pcosf
y = psinf

Reciproc, avem

x

{pzx/m

O T

5.2 Dreapta in plan

Fie R = (0,{i,7}) un reper cartezian ortonormat in plan. Fie punctele
M (z1,y1) st Ma(z2,y2) ce determina dreapta d. Fie M (z,y) un punct arbitrar
pe aceasta dreapta.
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Propozitia 5.2.1 Pentru dreapta d avem urmatoarele ecuafii:
(1) ecuatia vectoriala:

F=(1-ANm+ A/, AER

— s s
unde OM €7, OM; € 7, OMs € T3;
(7i) ecuatiile parametrice:

{x:(l—k)ml—i-)\@

, AER
y=(1=XNy1 +Ay2

(iii) ecuatia sub forma de rapoarte:

T—T1  Y—UY

T2 —I1 Y2 — Y1

(1v) ecuafia sub forma de determinant:

zr y 1
z1 y1 1]=0
T2 y2 1
Demonstratie:
Yy
(2}
J
O z

. . > e . .o N
(i) MM si MyMs sunt coliniari, deci existd A € R astfel incat M\ M =
AM1 Ms. Deoarece MiM =7 — 71 i M1 My =79 — 71 obtinem
T—T1 = ATy —T1)

sau, echivalent,
F=(1—-XNF1+AT, AER
(ii) In ecuatia vectoriald (i) inlocuim 7 = x1 + yj, 71 = 10 + Y14, To =
Tl + Y27 si obtinem
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zi+yj = [(1 = Nz + Aza]i + [(1 = Ny + Aalf

Deoarece {i,7} este bazi a spatiului vectorial V5, deducem

= (1= Nz +Az2,y = (1 = Ny1 + Ay2
Afirmatiile (iii) i (iv) rezulta imediat din (ii). $

Fie d o dreapta de directie v =[-i+m -5, My(xo,yo) un punct dat de pe
dreapta gi fie M (z,y) un punct arbitrar de pe d.

Propozitia 5.2.2 Pentru dreapta d avem urmadatoarele ecuatii:
(i) ecuatia vectoriala:

F=Tg+ AU, eR

—— —
unde OM €7, OM € Ty;
(ii) ecuatiile parametrice:

x=xy+ A,

, AER

{ Yy =1yo+Am
(iii) ecuatia sub forma de rapoarte:

ﬁﬁ—ﬁﬁozy—yo
l m

Demonstratia este analoagd demonstratiei Propozitiei 5.2.1.

Propozitia 5.2.3 (i) Ecualia dreptei d ce trece prin punctul My(zo,yo) $i
are panta (coeficientul unghiular) m = tg ¢, unde p = <(d, Ox), este

Y—1Yo :m(x—xg)
(1i) Ecuatia dreptei d data prin taieturi este

Z4¥1=0
p q

unde dN Oz = {A}, dN Oy ={B}, A(p,0), B(0,q).
(13i) Ecuatia carteziand generald a dreptei este

az + by +c=0,

unde a,b,c €R, a?+b*>> 0.



G. Cicortas 69

Demonstratie:

Fie Mi(z1,y1) € d; putem scrie

T
|IMoN|| x1— 2o

m=1tg ¢y =

Pe de altd parte, ecuatia dreptei d determinatd de My si M; este
(Propozitia 5.2.1(iii))
T—%o _ Y—Yo
T1—To Y1 —Yo
Obtinem y — yo = m(z — xp).
(ii) Utilizam, de exemplu, Propozitia 5.2.1(iv) pentru punctele A si B.
(iii) Presupunem b # 0. Fie 7 = (b, —a) astfel incit a? + b # 0 si punctul
My (0, _(E)> . Ecuatia dreptei care trece prin punctul M, si are directia v este
r  y+c/b

—="—"sauazr+by+c=0.
b —a

Propozitia 5.2.4 Fie doua drepte (di) : ayx + by +c¢1 = 0 i (da) : asx +
bay 4+ co = 0.

(i) dy si dy sunt concurente < ‘ o b #0;
a9 b2
. ag b,
di||dy & — =—# —;
(it) d || dz 5 b # -

(iii) dy si dy sunt confundate < @ b _—
azy by o
Demonstratie: (i) dy Ndy = {M} < sistemul { a1z +biy+cr =0
asx + boy +co =0
a; b
az by

£0

are solutie unicd <
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(ii) dy||d2 < sistemul de mai sus este incompatibil.
ay b1
a9 bg

ran e by ran o bioen) 2
g a9 b2 o g a9 b2 Co o
Conform teoremei Kronecker-Capelli sistemul ar fi compatibil; trebuie sa
punem conditiile

Observam ca daci # (0 vom avea

ar by
az b

ap Ci
az C3

=0si #0

de unde obtinem
ar b,

az by " o

(iii) Pentru ca dreptele d; si d2 sa fie confundate, sistemul de mai sus
trebuie sa fie compatibil nedeterminat, sau, echivalent,

rang o b = rang o b =1
as by az by c2

E suficient sa impunem conditiile

ar b | a1 ¢ | 0
az by az ¢ ’
. aq bl C1

ceea ce conduce la concluzia — = =—. ¢

ay by o
Definitia 5.2.1 Se numeste fascicul de drepte concurente multimea dreptelor
din plan care trec printr-un punct My, numit varful fasciculului.

Propozitia 5.2.5 Fie di,ds drepte in plan, di Ndy = {My}, avind ecuatiile

(d1) : a1z + b1y +c1 =0 i (da) : asxz + boy + co = 0. Ecuafia fascicului de
drepte concurente cu varful intr-un punct My este

(day) : AP (z,y)dy + pFo(z,y) =0, A p€eR
unde F1(z,y) = a17 + by + c1, Fa(z,y) = aax + bay + co.
Demonstratie: Fie o dreapta arbitrara d din plan, avand ecuatia

(d) : ax + by +c=0.
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Dreapta d apartine fasciculului de varf My daca My € d; sistemul urmator
trebuie sa fie compatibil determinat:

a1$+b1y+61:0
a2z + by +c2 =0
ar+by+c=0

o . - b . .
Pe de alta parte, d; Ndy = {Mp} implica Zl bl # 0. Atunci determinantul
2 02
a1 b1 C1
caracteristic A, = 0, adica | ag by co | = 0. Aceastd egalitate este echiva-
a b ¢

lentd cu faptul ci vectorii (ay,bi,c1), (a2,b2,¢2), (a,b,c) € R® sunt liniar
independenti, adica exista «, 8,7 € R, nu toti nuli, astfel incat

a(ai,bi,cr) + B(az, ba, c2) +y(a,b,¢c) = (0,0,0).

Observam ca in aceasta combinatie liniara v nu poate fi nul, deoarece in acest
caz am ajunge la concluzia d; = do. Deducem ca (a,b,c) este o combinatie
liniara a vectorilor (ay,b1,c1) si (ag,be,c2) :

a = ay + pas
b = \b1 + ubs
c =Xy + peo

Inlocuind in ecuatia dreptei d obtinem

Marz +biy +c1) + plaez + by +c2) =0 O
Observatia 5.2.1 Familia de drepte (dy) : Fi(z,y) + AFa(z,y) =0, A € R
este multimea dreptelor din plan care trec prin punctul My mai putin dreapta

do si se numeste fascicul redus de drepte concurente cu varful in M.

Definitia 5.2.2 Se numeste fascicul de drepte paralele de directie v € Vo
multimea dreptelor din plan paralele cu directia vectorului liber v.

Propozitia 5.2.6 FEcuafia fasciculului de drepte paralele de directie v este
di+XA=0, MeR

unde dy este direcfia vectorului v.
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Demonstratie: Fie (d) : ax +by+c =0si (d1) : a1z + by +¢; = 0.

b
Conform Propozitiei 5.2.4 (i), d || d & — = — # —.
aq b1 C1
b .
Fie & = o= «. Atunci ¢ = aaq, b = ab;. Inlocuim in ecuatia dreptei d
] 1

si avem
c
(d) :a1x+b1y+a =0

Fie A € R astfel incat £ _ c1 + A. Obtinem
e

(d):ax+biy+c1+A2=0, AER
saudi +A=0, AeR &

5.3 Probleme de distante si unghiuri

Propozitia 5.3.1 (i) Distanta dintre punctele My(x1,y1) si Ma(x2,ys2) este

d(Mi, M) = \/(z2 — 11)? + (y2 — y1)?

(ii) Daca <(dy,ds) = «, dy $ids fiind doua drepte cu coeficientii unghiulari
m1 §t Mo, atunci avem:

In plus, avem:
d1 1 d2 & mymg = —1

d1||d2 & M1 =mo
(13i) Fie punctul My(zo,1yo) $i dreapta d de ecuatie ax+by+c = 0. Distanta
de la punctul My la dreapta d se calculeaza astfel:
_ azo + byo + |
Va? + b?
(iv) Fie punctul M care imparte segmentul [MyMs] in raportul k. Coordo-
natele punctului M sunt date de formulele urmatoare:

dist(My, d)

oy, = TLE kT _nthy
M= Ym = Ty
(v) Fie A(za,ya),B(zp,yn),C(zc,yc). Aria triunghivlui ABC este
ra ya 1

Saapc = 3 zp yp 1 |, undec =1 daca valoarea determinantului este un
zc yo 1
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numdar pozitiv respectiv € = —1 dacd valoarea determinantului este un numar
negativ.

Demonstratie: (i) Aplicim teorema lui Pitagora in AM; M, N.

Y
M,

0] T

(ii) Fie oy = <(dy,0x), a2 = <(d2,Ox). Evident o = ag — a3.
Pe baza unei formule cunoscute din trigonometrie obtinem:

tg ag —tgay  mg—my

t —t — - =
g =tg(az—a) 1+tg aotg ey 1+ myme

Y,
do

O x

(iii) Avem dy L dy & <t(dy,dp) = g adica ctg <((dy, dy) = 0.
1
Folosind tg ay = my,tg as = my i afirmatia (7i) vom avea Zmme 0,
mo —my
ceea ce este echivalent cu mymg = —1.

De asemenea, observam faptul ci dreptele dy si do vor fi paralele daca si
numai daca aq = ag, ceea ce este echivalent cu conditia mq = mao.

(iv) Fie 7 = (b, —a) vectorul de directie al dreptei d; atunci dreapta d’ ce
trece prin My si este perpendicularad pe d are vectorul de directie v’ = (a,b).
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J

O x
Fie M/, = prqMoy, M{(zy,y;). Avem B _
MyMy = (zo — 20)i + (Yo — yp)j 51 MgM - v" = [|[MgMpl| - [|v/]] - (£1).
De aici rezulta

a(zo — 20) + b(yo — yo) = *dist(Mo,d)V a? + b*

aro + by — (azg + by,) = +dist(My, d)V a? + b2
Deoarece M} (z),yh) € d, avem azxly + byl 4+ ¢ = 0. Inlocuind in relatia de
mai sus, avem

. axo + byg + ¢
dist(My,d) = |W|
O alta demonstratie: Conform (iii), m - m’ = —1, deci d’ are ecuatia
1
Y— Y = —E(ﬂﬁ — o).

Fie {M}} = d N d’; coordonatele lui M| sunt date de solutia sistemului
ar+by+c=0
(o~ )
—y=——(z—1z
Y—Yo m 0

.. a
Aicim = —-.

Rezolvand acest sistem obtinem
_ b’z — abyy — ac _ b(azxy + by + )
T @2+ YTV T ey
iar distanta ciutati se calculeaza astfel:

)

. 1
(dist(Mo,d))? = (= — 20)* + (y — y0)* = m(aﬁﬁo +byo + 0)°.

(v) Fie punctele M (z1,y1), Ma(z2,y2), M(z,y).
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Y
MY
Mll
My
@) M M’ M,z
MM MM’ MM
Daca M = k, avem “1—7” =k s “177“ = k. Putem scrie
([ M M| [ M M | [[M" M|
astfel:
r— T :k;y—m —k
T2 —T Y2 —Y
si obtinem
{ (14+k)z =x1 + kxo
(L+k)y =y1 +kyo
(vi)
Y
A
B
C
0] x

Aria triunghiului ABC se calculeaza astfel:
1
SaaBc = Edist(B, C) - dist(A, (BC))

Scriem ecuatia dreptei (BC) :

rT—Tp _ Y —YB

Tc — B Yyc —Ys
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sau, echivalent,
(ye —yB)z — (zc —2B)y — zB(yc — yB) + yp(zc —2B) =0
Acum putem calcula

)xa — (xc—xB)ya — BYC + TCYB|
V(e—yB)? + (zc — zB)?

dist(A, (BC)) = \We—yB

Pe baza afirmatiei (iv) obtinem

1 c TA YA
SaaBC = 5\/(330 —zp)? + (yo —yB)? - dist(A, (BC)) = 5| =B YB
Tc Yo

— = =
<>



Capitolul 6

Conlice

6.1 Cercul

Definitia 6.1.1 Fie My(xg,yo) un punct fixat si R > 0 fixat. Cercul de centru
M sirazi R, notat C(My, R), este locul geometric al punctelor din plan situate
la distanta R de punctul M.

Teorema 6.1.1 Fcuafia carteziana implicita a cercului cu centrul in My st

raza R este
(z — 20)* + (y — y0)* = R?

Demonstratie: Conform definitiei de mai sus, M € C(My,R) &
d(Mo, M) =R & /(z —20)2 + (y — y0)?> = R, ¥ M(z,y) € C(Mp, R).$

Propozitia 6.1.1 (i) Ecuatiile parametrice ale cercului C(My, R) sunt

{xzxo—i-Rcost t € [0,2m)

y =1yo+ Rsint
(1i) Ecuatia vectoriala a cercului C(My, R) este
T =79+ R(cost-i+sint-j), te][0,2m),

— —
unde OMy € 7y 51 OM € T.
(13i) Ecuatia cartezianda generald a cercului C(My, R) este

2 +y* +2az +2by+c=0, a,bc€ER, a®+b*—c>0. (6.1)
Demonstratie:

77
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gl T ‘M
T ¢ :

A N My

- 7o ‘

J

ol 3 o T

(i) Daca M (z,y) € C(My, R), putem scrie z—xy = Rcost, y—yo = Rsint.
(ii) In triunghiul OMyM avem T = 7o+ My M. Inlocuim in aceasta egalitate

MyM = (z — z0)i + (y — yo)7-
(iii) Ecuatia data se scrie astfel:

(z4+a)+y+b)i=a*+b—c

Daci a® +b*> — ¢ > 0, existd R > 0 astfel incat a? + b> — ¢ = R?. Atunci
ecuatia datid reprezintd ecuatia cercului cu centrul in (My(—a,—b) si raza
a?+ b —¢).$

Observatia 6.1.1 (i) Daci a? 4 b?> — c = 0, punctul My(—a, —b) este singurul
punct ale cirui coordonate verifici ecuatia (6.1). Daci a® + b> — ¢ < 0, nu
exista nici un punct cu aceasta proprietate .
(ii) Ecuatia
a(z? +y?) + 28z +2yy+6 =0

este echivalenta cu ecuatia (6.1) daca

B\> [\ 9 csog2 2
= +(—) ——>0, adica B“+~v"—ad >0.
«a o «a

Propozitia 6.1.2 Fie cercul C(My, R) avind ecuatia
( —20)” + (y — v0)* = R?

si fie My(z1,y1) € C(Mo, R).

Ecuatia tangentei tyr, la cerc in punctul My este

(1 = z0)(z = 20) + (y1 = %) (y — o) = R’

( ecuatia tangentei scrisa prin dedublare.)
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Demonstratie:

Q |
|

.

Pentru orice punct M € s, , avem MOM{ L MlM sau MOM{ . MlM =0.
Inlocuim

MoyM, = (z1 — x0)i + (y1 — v0)j

MM = (z—z1)i+ (y —y1)J

in egalitatea de mai sus si avem (z1 — zo)(z — 1) + (y1 — yo)(y — y1) = 0.
Putem scrie aceasta sub forma

(@1 —2o)(z —zo+zo— 1) + (y1 —Y0)(¥y —v0 + Yo —y1) =0
sau echivalent
(@1 — z0) (2 — wo) — (w1 — 0) + (y1 — y0) (¥ — vo) — (1 — o) = 0.
Deoarece My € C(My, R), avem (z1 — x9)? + (y1 — yo)? = R? si atunci
obtinem (z1 — 70)(z — 7o) + (y1 — ¥0)(y — o) = R2.$
6.2 Conice pe ecuatia redusa

Definitia 6.2.1 Elipsa &£ este locul geometric al punctelor din plan a caror
suma a distantelor la dou& puncte fixe numite focare este constanta.

Vom nota focarele cu F si F’'. Alegem un reper cartezian in felul urmé&tor:
axa Oz este dreapta determinati de focarele F, F’
axa Oy este mediatoarea segmentului F'F’.
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Y

F 0 F T

Notadm [|FF'|| = 2¢ = constant, deci F(c,0) si F'(—c,0).
Fie M (z,y) un punct arbitrar de pe elipsa. Orice astfel de punct verifica

|MF| + ||MF'|| = 2a = constant (6.2)
Avem |MF| = /(z—¢)2+42 s |MF'| =/(z+c)?+ y2 Inlocuind

in (6.2) obtinem

V-2 +y2+V(z+e)2+y2=2a
Din /(2 + ¢)2 + y2 = 2a — \/(z — ¢)? + 2 prin ridicare la pitrat rezultd
2242+ 4yt =40 —da/(z — )2 + 2 + 22 — 2cx + P + o2
Ridicam din nou la patrat egalitatea cz —a? = —a\/(x—c)72—i—y2 i vom avea
2

Za? — 2a%cx + ot = a®2% — 2d%cx + a>P + a®y?

sau, echivalent,

(a? — *)z? + a*y® = a*(a® — &)

In AMFF' avem | MF||+|[MF'|| > ||FF'|| deci a > c. Putem nota a® — ¢* =
b? si obtinem

0222 + a2y? = a2?
ecuatie care se poate scrie sub forma

ZE2 y2

In acest fel, am demonstrat teorema urméatoare:
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Teorema 6.2.1 FEcuatia canonica (redusa) a elipsei este

22 2
Observatia 6.2.1 Daca M(z,y) € €&, atunci M;i(—z,y), Msy(z,—y),
Mg(A—H?, —y) €.

In concluzie, Ox si Oy sunt axe de simetrie ale elipsei, iar originea este
centru de simetrie al elipsei.

Reprezentarea geometrica:

LY
B(0,b)

‘ ‘ X

A(=a,0)\  F’ O F JA(a,0)
B'(0,—b)

Punctele A, A, B, B’ se numesc varfurile elipsei. AA’ este axa mare a elipsei,
iar BB’ este axa mica. a,b se numesc semiaxele elipsei.

Numarul e = £ se numeste excentricitatea elipsei. Evident e < 1. Excen-
tricitatea elipsei masoara gradul de ”turtire” a elipsei.

Observatia 6.2.2 Elipsa £ avand ecuatia canonica (6.3) are ecuatiile para-

metrice
T =acost
. t 2
{ y=asint ’ € [0,2m)

Ecuatia explicita a elipsei £ este
b /5 2
y—:l:a a? —z%,z € [—a,a

Definitia 6.2.2 Hiperbola ‘H este locul geometric al punctelor din plan a caror
diferenta a distantelor la doud puncte fixe numite focare este constanta.

Notam focarele hiperbolei cu F' gi F'. Alegem axele reperului la fel ca in
cazul elipsei.
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Y

F 0 F z
Notdm ||FF'|| = 2¢ = constant, deci F(c,0), F'(—c,0). Fie M(z,y) € H.
Notam | ||[MF|| — ||MF'|| | = 2a = constant.
Inlocuim |[MF| = /(z —c)2 +y2 si [[MF'||=/(z+c)?+y?si avem

V(@ —c)2+y2—(z+)2 +42| =2a

Cazul 1.

V(z—0c)2+y2=2a++/(z+c)?+ y?
Ridicam la patrat si avem

22 =2+ +y? =4’ +4a/(x+ )2+ 2 + 22+ 2cx + P + 42

—cx —a? = a/(z + ¢)? + 32

Ridicdm din nou la patrat:
Aa? + 2d%cx + a* = a’2? + 2d%cx + a>? + a®y?
(02 o CLQ).’L‘Q o a2y2 — a2(02 o aZ)

In AMFF" avem ||MF| — ||MF'||| < |[FF'||, deci a < ¢. Putem nota
b? = ¢? — a? i ecuatia de mai sus se scrie sub forma

22 — a2y? = a2

sau, echivalent,

[\

T y2

a? b2

VET R 204 Va P

Se procedeaza in acelasi fel.
Am demonstrat astfel teorema urmatoare:

—1=0
Cazul II.
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Teorema 6.2.2 FEcuatia canonica (redusa) a hiperbolei este

2 2
L Yy _
(H) : P v 1=0
Observatia 6.2.3 La fel ca in cazul elipsei, axele Oz si Oy sunt axe de sime-
trie, iar originea este centru de simetrie al hiperbolei.

Reprezentarea geometrica:

. b . . .
Dreptele de ecuatii y = +—xz sunt asimptotele hiperbolei. Punctele A, A’
a
se numesc varfuri, iar F'F’ este axa transversali.
C

Prin definitie, excentricitatea hiperbolei este e = <. Evident e > 1. Excen-

tricitatea masoara ”abaterea” ramurilor hiperbolei de la dreptele de ecuatii
T = *a.

Observatia 6.2.4 (i) Ecuatiile parametrice ale hiperbolei H sunt

{x:bsht

y==xacht ’ teR

Ecuatia explicita a hiperbolei H este
b
y=+—vz?—a%z € (—00,—a]U[a,+00)
a
(ii) Daca a = b,’H se numeste hiperbola echilatera.

Definitia 6.2.3 Parabola P este locul geometric al punctelor din plan situate
la aceeasi distanta fata de o dreapta fixd D numita dreapta directoare si de un
punct fix F' numit focar.
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Alegem un reper cartezian astfel:
axa Oz trece prin F si este perpendiculara pe D in punctul A
axa Oy este mediatoarea segmentului AF.

D y M
]

Notam dist(F, D) = p, unde p > 0,p = constant. Observam ca F (g, 0) si
p
D):z=—-=.
(D)2 =2

Fie M (z,y) un punct arbitrar de pe paraboli; putem scrie

2
dist(M, F) =/ (2~ g) 42, dist(M, D) = ‘x + g‘

Din Definitia 6.2.3 obtinem

Prin ridicare la patrat rezulta

x2+%—px+y2:x2+

y2 = 2px
Am demonstrat astfel urmatoarea teorema:
Teorema 6.2.3 FEcuatia canonica (redusa) a parabolei este
(P) : y* = 2pa

Observatia 6.2.5 Daca M(z,y) € P, atunci M;(z,—y) € P; axa Oz este
axa de simetrie a parabolei.



G. Cicortas 85

Reprezentarea geometrica:

D Y
Al O F
N— T
1

Numarul p se numeste parametrul parabolei. Ox este axa parabolei, iar Oy
este tangenta la varf.

Observatia 6.2.6 Ecuatiile parametrice ale parabolei P sunt

t2
TT 9 teR
y=t

iar ecuatia explicita este
y==xv2px,z >0

Propozitia 6.2.1 Ecuafiile tangentelor la £, H, P intr-un punct dat
My(zo,yo) se scriu prin dedublare:

Txo YYo

(tg’MO):?—F?—l:O
. TTo YYo _

(tp,Mo) = YYo = p(x + 20)

Fara demonstratie.

6.3 Conice pe ecuatia generala
Definitia 6.3.1 Se numeste conicd multimea,

T = {M(z,y) € Eo| a112” + 2a122y + azoy® + 2a137 + 2a23y + az = 0}
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unde a;; € R, 4,5 € {1,2,3}.
Ecuatia

(T) : a112” + 2a122y + asoy” + 24137 + 2a3y + azz = 0 (6.4)
se numeste ecuafia generald a conicei.

Daca a1 = a9 = agy = 0, ecuatia (6.4) devine 2a13x + 2a93y + asz = 0,
care reprezintd ecuatia unei drepte (daca a%3 + a%3 > 0); dreptele le numim
curbe algebrice de gradul I.

Daci a?; + a?, + a3, > 0, ecuatia (6.4) este de gradul al TI-lea; conicele le
numim curbe algebrice de gradul al II-lea.

Exemple: (1) Daca ajl] — p, ajp = 0, a2 — b—2, a13 = agy = 0, as3 — —1,
ecuatia (6.4) este ecuatia canonica a elipsei de semiaxe a, b.

(11) Daca ajl] — ?, a2 — _ﬁ’ a12 = a13 — A3 — 0, ass3 — —]_, I' este o
hiperbola.

(iii) Dacd a11 = a12 = a3 = azz = 0, ase = 1, a13 = —p, I este o parabola.

(iv) Putem avea, de asemenea, una din urmatoarele situatii:

2 2

T

i Z_Q = (0 drepte concurente
2 2

T

¥+Z_2:0 un punct

z? —k?> =0 drepte paralele

z2 =0 drepte confundate

2 42
— + 7 +1=0 multimea vida

In acest paragraf vom arata ci orice conica este congruentd cu una din
mulfimile de mai sus. Pentru a demonstra aceasta, vom introduce doua
metode de reducere a ecuatiei generale a unei conice la forma canonicé:
metoda rototranslatiei si metoda valorilor proprii.

Metoda rototranslatiei

Vom presupune ca a2 # 0. Efectuam o rotatie de unghi 6. In raport
cu reperul cartezian ales initial, coordonatele se noteaza cu z si y, iar dupa
efectuarea rotatiei coordonatele vor fi notate cu 2’ i v'.
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yl
M
Y- a
0. '
] M
B D
Mll 9 $,
y'\ |
10 _
O x M//

Fie M' = prog M, M" = pro,M' si M"" = pro,M'. Exprimam z si y in
functie de z’, 4’ si 6. Din

z = |OM"|| — [[MM'|| - sin, [OM"|| = 2’ cos 0, | MM'|| = o/

obtinem xz = z' cos # — 3’ sinf. In acelasi mod, din

y=[|OM"| + |[MM'||cos 8, |OM"|| = z' sin@
gasim y = 7' sinf + 3’ cos H.

Am obtinut ecuatiile rotatiei de unghi 0 :

x =1x'cosf —y sinf
{ y =x'sinf + 3y’ cos 6 (6.5)

In continuare, vom determina unghiul de rotatie @ astfel incat in ecuatia
obtinutd z'y’ si aiba coeficientul nul. Inlocuim in ecuatia (6.4) z si y din
formulele (6.5) si avem:

ay1(z' cos @ — y' sin )% + 2a15(z’ cos O — g sin ) (' sin O + 3’ cos O)+
+ago('sin 0+y' cos 0)?42a13(2'cos 0 —y' sin @) +2as3 (' sin O+’ cos B)+asz = 0
(a11 cos? 0 + 2a15 cos Osin O + ago sin? 9):1:'2—1—
+(—2a11 cosOsin b + 2a1 cos? 0 — 2a14 sin® 0 + 2as, sin 6 cos 0)z'y' +
+(a1; sin® @ — 2a,9 sin O cos 6 + agy cos? 0)y'2+

+2(a13 cos O + asz sin @)z’ + 2(—a13 sin@ + as3 cos )y’ + azz = 0
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Punem conditia af, = 0:
—2a11 cos@sinf + 2a12(cos2 6 — sin® 0) + 2a92 sinf cosf = 0

sau, echivalent, —aq1 sin 260 + 2a12 cos 20 + ag9 sin 260 = 0.
In acest fel am obtinut formula unghiului de rotatie:

ail — ag
tg 20 = —— 6.6
ctg s (6.6)
Ecuatia (6.4) devine
a2 + abyy'® + 2a! 50" + 2alsy + azz =0 (6.7)

Vom analiza mai multe cazuri, in functie de coeficientii acestei ecuatii.
Cazul I. Daci o), # 0 si aby # 0, e suficient si formdm patrate perfecte:

a2\ 2 ah\ 2
a’y (ac' + #) + aby (y' + #) +abs =0

a1y Qoo
a 2 ;2
Aici am notat a}; = agz — 113 _ #
. a1 )
Efectuam acum translatia
!
a
$Il — xl + ,13
a
11
a
"no__ 1 23
Yy =y +
Qo9

si obtinem a’nm”Z + a’22y”2 + als = 0.

Aceastd ecuatie poate reprezenta o elipsi, hiperbol4, @), un punct sau doua
drepte concurente.

Exemplu: Fie conica (') : 2?2 +zy + 3>+ —y = 0.

Determinidm unghiul de rotatie. Din formula (6.6) avem ctg 26 = 0, deci

2 =T sif= % Scriem ecuatiile rotatiei:

2
V2

33:7( "=y
yzg( ")

Inlocuind in ecuatia initiala a conicei (I') obtinem

1 1 1 2 2
5($'2—2$’y'+y'2)+§(33'2—1/2)+§($'2+2$'y'+y'2)+§( '—y')—g( "+1)=0
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32'% + y'2 —2V/2y' =0

Formam acum pétrate perfecte:
327+ (Y —V2)2—2=0

Efectuam translatia de ecuatii

n2

+y"? —2=0sau —— + —1=0

7\°  (V2)?
(V5)

2
Deducem ca I' este o elipsa, avand semiaxele a = \/; ,b=+v2.

si obtinem 3z

)

"

Cazul II. Presupunem ca af; # 0 si al, = 0. Ecuatia (6.7) devine
a'um'Z + 2a’37" + 2ah3y" + azz3 =0

sau, echivalent,

) 2 12
a a33 a 13

! ! ! !

a11<x+—,13> + 2a93 3/+2/ T 2l =0
ayy Qo3 Q1193

89
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Efectuam translatia de ecuatii

a
2! :l"—i- 13

y'=vy' + - -

si obtinem
ayy (z")? + 2ah3y" = 0
Aceasta poate fi ecuatia unei parabole, a. doud drepte paralele, drepte con-

fundate sau 0.
Exemplu: Fie conica (T) : 422 — 4zy +y? — 22 — 4y + 10 = 0. Determinim

unghiul de rotatie din ecuatia ctg 20 = I Notam tg 6 = ¢ si obtinem ecuatia
1—t? 3 . 1 o
5 = 1 avand solutiile t1 = 2, to = —3 Alegem tg § = 2 si obtinem
tg 0 2 1 1
Singzgiz— cosf = —— —

Vi+tg?20 V5 V1i+tg?20 6

Ecuatiile rotatiei vor fi
=2

V5
B 2x1+yl

YT

Inlocuind z si ¥ in ecuatia curbei I' vom avea

x

4, ne 4, ' 1o (2xl+yl)2 2 / ' 4 I,
—(x'—2 ——(z'—2 2 — (' 2y )———=(2 10=0
p (@ =2y)"—¢ (2" =2y) (20" +y )+ —— \/g(x y) 5(x+y)+

Dupi efectuarea calculelor obtinem 53> — 2v/5(z' — v/5) = 0. Efectuim
translatia de ecuatii:

:E” — :El o \/5
y// — y/
2v/5
si obtinem 5(y")? — 2v/5z” = 0 sau (y")? = T\/_x".

In concluzie, I' este o parabold avand parametrul p = =
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NCO!

Cazul III. Daca a}; = 0 si a%y, # 0 procedam la fel ca in cazul II.

Cazul IV. Presupunem ci a}j; = 0 = aly. In acelasi timp avem a}y = 0.
Deducem ca I este o dreapta.

Observam ca in cazul a1o = 0 rotatia nu este necesard.

In continuare vom prezenta o metoda de clasificare a conicelor cu ajutorul
asa-numitilor invarianti. Pentru aceasta vom introduce unele notatii.
Fie conica I avand ecuatia generala (6.4). Notam

4— ( arr a2 >
a12 a2
I = a1l + age = trA

0 =det A= a11a99 — a%Q

a1 a2 Qi3
A=| a2 azp ax
a3 G23 033
Propozitia 6.3.1 Numerele I,0 si A sunt invariante fafd de rotafii si
translatii.

Definitia 6.3.2 Numerele 1,0 si A se numesc invarianii conicei.

Cu ajutorul invariantilor se pot obtine conditii necesare si suficiente de
existenta a centrului de simetrie al unei conice.

Propozitia 6.3.2 C(z,yo) este centru de simetrie al conicei T daca i numai
daca (zo,yo) este solutie a sistemului

ajr + a2y + a1z — 0
a12% + a2y + a3 =0
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Demonstratie: Efectuim o translatie in punctul C(zg,yp) avand
ecuatiile:
{ r =1x9 + X
y=y+Y

Ecuatia (6.4) devine
a11(zo + X)? 4 2a10(x0 + X)(yo +Y) + aga(yo + YV)?+
+2a13(x0 + X) + 2a23(y0 +Y) + azz3 =0
a11 X2 42012 XY +a20Y 24+ (2011 £0+2a1210+2a13) X +(2a1220+2a20y0+2a23) Y +
a2 + 2a1270y0 + ayf + 2a1370 + 2a23y0 + azz = 0
@11 X% 4 2012 XY + G2Y? + 2a13X + 2aY +a33 =0

C(zo,yo0) este centru de simetrie al lui I' daca gi numai dacd pentru orice
punct M(X,Y) € T avem M'(—X,-Y) € I'. Aceasta inseamnd c& au loc
simultan urmatoarele egalitati:

511X2 + 2419 XY + 522Y2 + 2a13X + 2a93Y +a33 =0
511X2 + 2419 XY + 522Y2 — 2a13X — 2a93Y + 133 =0

Scadem cele doud egalitiati si obtinem a13X + ao3Y = 0,VM(X,Y) € T.
Avem @13 = 0 = ay3, adica (xg,yo) este solutie a sistemului

apr +apy +aiz =0 o
a127 + a2y + a3 =0

Observatia 6.3.1 Conica I' are centru de simetrie (vom spune ”I' are cen-
tru”) unic dacd si numai daca § # 0.

Propozitia 6.3.3 Fie I' o conica astfel incat exista si este unic centrul ei,

C(zo,y0). Cu notatiile de mai sus, avem a3z = —.

4]
Demonstratie: In Propozitia 6.3.2 am obtinut
33 = a117 + 2a12T0Y0 + a22yp + 201370 + 2a23Y0 + as3
egalitate care se mai poate scrie sub forma

a33 = (a1120 + a12yo + a13)zo + (a1220 + a22yo + a23)Yo + a130 + a23yo + as3
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Daca punctul C(zg,yo) este centrul unic al conicei I', atunci avem:

ai1xo + aj2yo +a13 =0
a12%g + a2yo + az3 =0
a13To + az3yo + a3z = a33

93

Acest sistem este compatibil determinat (necunoscutele fiind zg, yo), deci

a11 012 . -
d, = =4 gi d. = 0 adica
a12 Q22
ail a2 a13 a1 a2 0
a2 a2 a23 =0 & A+ a2 a 0
a13 G23 a33 — G33 a13 a3 —as3

A

de unde obtinem as3 = K.O

=0 A—-fdaz3 =0

In clasificarea conicelor cu ajutorul invariantilor A,§ si I, se spune ci A
defineste natura conicei: dacad A # 0 conica se numeste nedegeneraté, iar daci
A = 0 conica este degenerata.

Invariantul § defineste genul conicei: § > 0 corespunde genului eliptic,
0 < 0 celui hiperbolic iar § = 0 celui parabolic.

Rezultatele anterioare pot fi sintetizate in tabelul urmator:

Natura Genul Felul conicei Ecuatia
canonica
I o 2 y?
A#0 0 > 0 eliptic I-A <0 elipsa reala —2+b—2:1
. ;l:z yz
conicé, I-A>0 ﬁ—i_b_?__l
nedegenerata () (elipsa imaginara)
) )
§ < 0 hiperbolic | hiperbols f—Z - ‘Z—Q —1
0 = 0 parabolic | parabola y? = 2px
A=0 0 > 0 eliptic dous drepte imaginare | 22 + \y? =0,
conica concurente intr-un A>0
degenerata punct real
§ < 0 hiperbolic | dous drepte concurente | z2 — \y? = 0,
A>0
0 = 0 parabolic | doua drepte paralele 2+ X=0
(distincte sau (A < 0 sau
confundate) sau () A=0
sau A > 0)
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Metoda valorilor proprii

Rotatia sistemului de axe Ozy se poate face folosind metoda valorilor
proprii (transformari ortogonale) de reducere a formelor patratice la forma
canonica.

Fie h : R? = R, h(z,y) = anz? + 2a127y + any?, aiz # 0, (altfel rotatia
nu e necesara) forma péatraticd asociatd conicei datd prin ecuatia (6.4).

Matriceal, putem scrie

h(xay) :Xt'A'Xa

undeX:(gj >,iarA:<a11 @12 )
Yy a12 a2

Folosim, in continuare, notatiile
I=a11+tan=trA si §=ai109 — a%Q = det A.
Ecuatia caracteristicid a matricei A este
det(A — M) =0sau A2 —IA+0 =0,

avand radéicinile reale A1, Ao - valorile proprii ale matricei A.

Dac& A1 = Mg, atunci I? — 45 = 0 sau, echivalent, (aj; — ag2)? + 4a, =0,
de unde obtinem a1 = a9o si a1s = 0, contradictie.

In concluzie, avem A; # Ao. Alegem doi vectori proprii U1 §i Us corespun-
zatori acestor valori proprii.

- - . 5 - - ~ ~ .
Fie e, = = a1t + b1j si e = m = a9t + byj astfel incat matricea
2

U1
[[7:]] o
C asociatd schimbarii de baze {i,7} — {€1,€2} sa verifice conditia det C' = 1.
Versorii proprii €; si €2 dau directiile noilor axe Oz’ si Oy'.

Rotatia definitd prin
!
(5)=<(3)
Y )

reduce forma, pitratica h la forma canonica Ai (z')2+X2(y')?, iar ecuatia conicei
devine
(@) + Ao (y')? + 2a130" + 231 +az3 =0

Scriem aceasti ecuatie sub forma
(7' + a1)2 + Xy + 02)2 +as3 =0
si efectuam translatia de ecuatii

{ " =1 +a;
"

y' =y +ay
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Ecuatia conicei va fi
M(@")? + Xa(y")? +az3 =0
@ ay = @ _ (a13)? _ (ah3)?
)\1 ’ )\2 ’ >\1 >\2
Observam ca si in cazul acestei metode formula unghiului de rotatie este
data de relatia (6.6):

Aici am folosit notatiile a; = a§3 = as33

daci & = ai + b1j = cosf-i+sinf - j, atunci €, = —sinf -i +cosf - j si
a
ctg 0 = —.
by

€1 si ey fiind vectori proprii ai matricei A, a1, by verifica sistemul

{ (a11 — A1)ar + a12by =0
ai2a1 + (a22 — A1)by =0

de unde obtinem:

ctg 0 = ar _ a12 _ a2 + A\
br  —ann+ X\ a12
ctg 20 — ctg 20 — 1 B a2y — (A —arp)?

2ctg 0 2a12(\ — an)
A1 este radacina a ecuatiei caracteristice, aga incat avem:
2 2
>\1 — (an + a22)>\1 + a110a22 — Q19 = 0.
Inlocuim in relatia de mai sus si obtinem:

Ctg 20 — 0%2 — a%l + 2)\011 — A% _ (au — a22)>\1 + a11a92 — a%l _ ajlp — a2y
2a12(A\1 — a11) 2a12(A1 —an1) 2a12

A
Deducem ci afy = —

Exemplu: Sa aplicam aceasta metoda conicei

(T) : 322 — 4oy — 22 + 4y — 3 = 0.

3 =2

9 0 ) , iar polinomul caracteristic asociat

In acest caz, A = (

Pa(A\) =det(A— ML) = (3= X)(—=A) —4=X -3\ —4

are radacinile A\; = —1 gi Ao = 4.



96 Algebra liniara, geometrie analitica gi diferentiald

Pentru Ay = —1 sistemul vectorilor proprii este
da— 26 =0
—2a+6=0
. . _ = aT .— 1 - 2 -
cu solutia generald (t,2t), t € R; alegem 77 = 1+ 2j sie = 14+ —J

2_,+ 1 -
——t+ —=7.
VARV

Pentru Ao = 4 obtinem versorul ¢; =

Rotatia va avea ecuatia

adica




Capitolul 7

Planul si dreapta in spatiu

7.1 Preliminarii

Fie F3 spatiul punctual euclidian si V3 spatiul vectorilor liberi din F3. Fie
O € E3 un punct fixat, numit origine; fie B = {i,7,k} o bazi ortonormats
in spatiul vectorial V3. R = {O;14,7,k} este un reper cartezian ortonormat in
spatiu. Dacd M € Ej este un punct arbitrar iar 7y, = xi+y7j + 2k este vectorul
sau de pozitie, notdm M (z,y, z) si numim z,y, z coordonatele carteziene ale
lui M 1in reperul R.

Daca M1 (Il, Y1, Zl) §1 M2 (IQ, Y2, 22), atunci

MMy =Ty, —Tary, = (w2 —21)i + (Y2 — y1)7 + (22 — 21)k.
Propozitia 7.1.1 (i) Distanta dintre punctele My si My se calculeaza astfel:
dist(My, My) = \/(zg — 21)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)?

(ii) Daca M imparte segmentul [MyMs] intr-un raport dat X\, atunci

1 + Aza Y1 + Ay 21+ Azo
Ty = —— " =7 =——

T+x 0 IMT T AMT T

—
Demonstratie: (i) Utilizam dist(M;, M) = || M1 My|| si reprezentarea lui
M M> in baza B.

MM
(ii) Daca 124, M) = ), atunci avem

[|M M|

M

=1 n )\(FMI + ATas)

Din 7y, = T+ y1j + 21k, M, = Toi + yoj + 2ok si faptul ci B este bazi
obtinem 7, yar, 2ps ca mai sus. <

97
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Observatia 7.1.1 Pentru A = 1 obtinem coordonatele mijlocului M al seg-
mentului My M, :

M = 2 y  YMm 9 y AM = 2

T+ T2 :y1+y2 21+ 22

Definitia 7.1.1 Fie M € E5 un punct arbitrar. Notam r = dist(O, M), 0 =
<Oz,0M"), unde M' = prooyM, ¢ = <(OM, Oz).

r, 0, se numesc coordonatele sferice ale punctului M.

Observiam ci r € [0,+00), 6 € [0, 2n], iar ¢ € [0, 7).
Legitura intre coordonatele sferice si cele carteziene este stabilitd prin

formulele urméatoare:
x =rcosfsing

y =rsinfsinp
Z =T7Ccosp

Definitia 7.1.2 Fie M € E3 un punct arbitrar. Notam r = dist(O, M'), unde
M' = pryoyM, 0 = <(Oz,0M’), z = zp.
r, 0,z se numesc coordonatele cilindrice ale punctului M.

Observam ca r € [0,+00), 0 € [0,27], iar z € R.
Legatura intre coordonatele cilindrice si cele carteziene este urmatoarea:

x =rcosf
y = rsinf
z=1z

7.2 Planul si dreapta in spatiu
Teorema 7.2.1 Orice plan P C E5 are ecuafia carteziand

ar +by+cz+d=0, a,bc,deR a®>+b*+c >0 (7.1)
§1 reciproc, orice ecuafie de forma (7.1) este ecuatia unui plan.

Demonstratie: 7 = 7 Fie P C E3 un plan dat si My(xo,y0,20) € P un
punct fixat. Fie @ = a-i+b-j+c-k un vector a carui directie este perpendiculara
planului P. Un astfel de vector se va numi vector normal la plan.

Observim ca M € P < MyM 1 7.

Dacd M(z,y,z) € E3 obtinem

MoM = (z — z0)i + (y — yo)j + (z — 20)k
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si din echivalenta de mai sus rezulta
MeP & MM-n=0 < (z—x0)-a+(y—20) b+ (z2—2):-¢c=0
ax + by + cz + (—axg — byg — czp) =0

A

3|

P

Notdm —azg — byy — czg = d, de unde rezultd (7.1). Deoarece n # 0, avem
a?> +b* +c? > 0.
7 <7 Consideram multimea P C E3 definita astfel:

P ={M(z,y,z) € B3| ax + by +cz+d =0, a,bc,d €R, a®+b*+c* > 0}.

Daca My(zo,yo,20) € P, avem azg + byg + czo + d = 0.
Pentru orice M € P avem az + by + ¢z + d = 0. Atunci

a(z —zo) + b(y —yo) + c(z —20) =0 (7.2)

Notdm 7 = ai + bj + ck. Din (7.2) avem 7 L MoM, de unde rezulti ci
P C {M € E3| MyM L n}.

Ramane sa demonstram incluziunea inversa.

Dacd N € {M € E3| MoM | n}, avem MyN 1 7. Fie N(x,y,z); conditia
de ortogonalitate de mai sus se scrie sub forma

a(z — x0) + by —yo) +c(z —20) =0
Inlocuim d = —azy — byo — czo si avem az + by +cz+d =0, deci N € P.$

Observatia 7.2.1 Ecuatia (7.1) se numeste ecuatia carteziana generald a
planului. Ea ramane neschimbata gi in cazul in care spatiul este raportat la
un reper cartezian arbitrar, nu neaparat ortonormat, argumentele folosite in
cazul arbitrar neimplicand produsul scalar.

Ecuatia (7.2) este ecuatia planului ce trece prin punctul My(zo, yo, 20) si
este perpendicular directiei @ = ai + bj + ck.
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Ecuatia vectoriala a planului determinat de un punct si un vector normal

la plan este
(F—75) =0

(am inlocuit MoM =7 —7.)

Propozitia 7.2.1 Ecuatia planului determinat de trei puncte necoliniare
Mi(xiayiazi)a 1€ {1,2,3} este

r y =z 1
r1 ooz 1| 0
T2 Y2 22 1
T3 y3 =23 1

Demonstratie: Fie P planul determinat de punctele necoliniare My, M3
si M3, Obseryém ca M € P & MlM,MIMé,MlMé sunt coplanari <
(MM, MyMa, M M) = 0

M1 M2
M;

P M

R R .
Folosind expresiile corespunzatoare lui MlM ,MlMé si MlMé obtinem

ecuatia

rT—ITL Y-y 22—z

To—x1 Ya—y1 22—z | =0

T3 —x1 Ys— Y1 23— 21
Se observa ca acest determinant se obtine din cel care apare in enuntul
propozitiei de mai sus, scdzand linia a doua din prima, a treia gi a patra
linie.

Observatia 7.2.2 (i) Din Propozitia 7.2.1 obtinem conditia necesara si sufi-
cientd, ca patru puncte M;(z;, s, 2;), 4 = 1,4, si fie coplanare:

1 y1 o2 1
T2 Y2 22 1
T3 y3 =23 1
Ta ys 24 1
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(ii) Fie planul P care taie axele de coordonate in punctele A, B,C. Fie
A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c). Conform Propozitiei 7.2.1, ecuatia planului P
este urmatoarea:

O O Q8
o ow
o O O N
— = = =

Dupa efectuarea calculelor obtinem ecuatia

E+Q+E_1:0
a b ¢

numita ecuafia planului prin taieturi.

Propozitia 7.2.2 Planul determinat de un punct My(xo, Yo, 20) $i doi vectori

necoliniari o7 = 11 +mij + nik, Tz = loi +maj + nok are ecuatia
T—Zo Y—Y =2—20
ll my ny =0

Iy mo no

Demonstratie: Fie planul P ca mai sus.

M € P & MyM, vy,73 coplanari < (MoM,o1,7s) = 0
Folosind reprezentarea vectorilor MyM, v, U ecuatia planului P se scrie
T—=Zo Y—Yo 2—20
sub forma 1 m ] =0.0
l2 ma n2

Observatia 7.2.3 Din Propozitia 7.2.2 rezulta ca exista t,s € R astfel incat

Tz —x0 =1t + s
Yy —yo = mit + mas
2z — 20 =nit +n9s
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de unde avem
(L‘:(L‘()—i-llt-FlQS
y=1yo+mit+mos , t,s€R
z2 =29+ nit +nos

In acest fel am obtinut ecuatiile parametrice ale planului.

Propozitia 7.2.3 Ecuatiile dreptei care trece prin punctul My(xo,yo,20) $i
are directia v = li +mj +nk ( #0) sunt

T—-To)xv=0 sau T=Ty+t-U, t€R - ecuatia vectoriald
T —z — z— 2 . ,
] 0_ Y74 _ 0 . ecuatiile canonice (7.3)
m n
T =x9+ It
y=yo+mt , tER - ecuatiile parametrice
z=2zy+nt

Demonstratie: Fie D dreapta determinatd de punctul My(xg,yo,20) si
vectorul v.

D

(i) M € D & MyM si v sunt coliniari & MyM x v = 0.

Deoarece MoM = F — T obtinem (T — ) x 7 = 0.

De asemenea, din faptul cd MyM si v sunt coliniari rezulta ca exista t € R
astfel incit MyM =t - 5.

(ii) Conform relatiei de la (i), avem

1 ] k
T—x0 Yy—Yo z2—2 |=0
l m n

Linia a doua si cea de-a treia sunt proportionale, de unde obtinem ecuatiile
(7.3).

(iii) Din ecuatia vectoriald 7 = 7y + tv rezultd x — zog = lt, y —yo = mt
si z—29=nt
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Definitia 7.2.1 Vectorul ¥ = li+mj-+nk se numeste vector director al dreptei
D, iar scalarii [,m, n se numesc parametri directori.

_ v . .
Versorul € = H se numeste versor director al dreptei D.
0y

Notim a = <(%,i), 8 = <(&,7), ¥ = <(&, k); numerele cos a, cos 3 si cos~y
se numesc cosinusurile directoare ale dreptei D.

Observatia 7.2.4 Cosinusurile directoare ale unei drepte verifici egalitatile
urmatoare:
€=cosa-i+cosf-j+cosy-k

cos? a + cos? B+ cos?y = 1

Propozitia 7.2.4 Dreapta determinata de punctele My(z1,y1,21) §i
My (z2,y2, z2) are ecuatiile:

7= (1—1t)F +1F2, t € R - ecuatia vectoriala

Tr — T — U1 zZ—z1 .. .
- - ecuatiile canonice (7.4)
T2 =1 Y2— U 22 — X1

r=1x+ (1‘2 - J?l)t
y=wy+(y2—y1)t , tER - ecuatiile parametrice
Z2 =2z9+ (22 - zl)t

Demonstratie: Aplicam Propozitia 7.2.3 pentru 7 = 79 — 7.
Propozitia 7.2.5 Fie planele
(Py):a1x+biy+ciz+di =0, ay,by,c1,dp € R,a% —i—b% —i-C% >0

(PQ) ta9r +boy +coz+do =0, ag,by,co,dy € R,a% +b% +C% >0

: ar b o di
i) Pi|Po & —=—=—#—
() PPy & == 7
a b c d
(ii) Py, P» sunt confundate < S22
az by o dy
Demonstratie: (i) Conform Teoremei 7.2.1, vectorii normali planelor P;
respectiv Py sunt 7y = a4 + b1j + ci1k respectiv Mg = agi + boj + cok.
Planele P; si ||P» sunt paralele dacd vectorii 71 si 2 sunt coliniari, adici

I\ € R* astfel incat sa avem 77 = A - Tio.
. a b c
Obtinem <
a9 bg Co
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(ii) Pentru orice punct My(zo, yo, 20) € P1 avem ayzo+b1yo+c120+d; = 0.
a b c d
Daci & = L =2 21 _ A, egalitatea de mai sus devine A(agzg + bayo +
ag by o dy
c220 + dz) = 0, de unde rezultd M € Ps.

Am aratat astfel ca P; C P,. Analog se demonstreazi ci proportionalitatea

coeficientilor implicd P, C P;.$
Propozitia 7.2.6 Dreapta determinata de doua plane neparalele
(P):aix+biy+ciz+d =0, al+b+c>0

(Py) : agx + boy + coz+dy =0, a3 +b2+c35>0

are ecuafiile
(D) : oz +bhy+ciz+d =0
asx + boy + coz+do =0

Demonstratie: D este dreapta de intersectie a planelor P si P daca si
. o b
numai daca rang ( v > = 2.
a9 bg Co
Fie v = my X Mg, vectorii m7 si o fiind normali planelor P;, Ps.

. b
G|

az by

bi c
by ¢

ap ¢
az C3

-k

7|

Observam ca parametrii directori ai dreptei D sunt minorii cu semn ai
.. a1 b1 C1
matricel R
az by c2
Observatia 7.2.5 Ecuatiile wunei drepte ce trece printr-un punct

My(zo,y0,20) i este perpendicularda pe planul P avand ecuatia
ar + by + cz + d = 0 este

T—%o _Y—Y _ 22— %0
a b c

Teorema 7.2.2 Fie D dreapta de intersecfie a planelor P; si P, unde
(P) a1z +biy+ciz+dp =0

(Py) : agx + boy + coz +d = 0.

FEcuatia oricarui plan ce trece prin D este

Marz + by + 1z +dy) + plasx + boy + coz +do) =0, A\ peR
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Demonstratie: Fie P un astfel de plan, avand ecuatia az+by+cz+d = 0.
Dreapta D poate fi privitd ca intersectia planelor P;, P si P, astfel incat
ea are ecuatiile
ar +by+cz+d=0
(D):{ aiz+biy+ciz+di =0
a2x + boy +coz +do =0

Deoarece sistemul de mai sus este compatibil nedeterminat si
ap b a
rang = 2, avem

a9 b2 C2
a b ¢ a b d
a1 b1 C1 =0 §i a1 b1 d1 =0
a9 b2 C2 a9 b2 d2

deci exista A, € R astfel incat a = Aay + pag, b = Aby + pbs, ¢ = Aey + peo.
De aici obtinem d = Ad; + pds.
Ecuatia planului P va fi

Marz +biy+ciz+di) + plass +boy + oz +do) =0, A, peR

Definitia 7.2.2 Multimea planelor care trec printr-o dreaptad data D se
numeste fascicul de plane; dreapta D se numeste aza fasciculului.

Observatia 7.2.6 Multimea tuturor planelor paralele cu un plan dat
(P):az+by+cz+d=0

are ecuatia
ar +by+cz+A=0, AeR

si se numeste fascicul de plane paralele.

7.3 Probleme de distante si unghiuri

1. Distanta de la un punct la un plan
Fie My(zo,y0,20) un punct nesituat in planul P de ecuatie generald

(P):az+by+cz+d=0, a, b c, deR, a®> +b*+c*>0.

Fie M} = prpMy, M}(z1,y1,21). Fie @ = ai + bj + ck un vector normal
planului P.
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Vectorii 7 si m sunt coliniari si putem scrie:
7 MoM = 7] - [M M| - cosx, o = <a(mp, Mo M)
Observam cd a € {0, 7} si vom avea
a(z1 — o) + b(y1 — yo) + c(z1 — 20) = Va® + b + ¢* - dist(My, P) - (£1)

az1 + by + cz1 — (azxg + byo + c20) = £V a? + b? + 2 - dist(My, P)

Din Mj € P avem az; +by; +cz; +d = 0, de unde rezultd az, +by; +cz; = —d.
Inlocuim in relatia de mai sus si gasim

_ |ax0 + byo + czp + d|
Va2 + b2 + c?

2. Distanta de la un punct la o dreapta
Fie My(zo,y0,20) € D, D fiind dreapta de ecuatii

dist(My, P)

r—r Y-y 22—z

l om n

M,

Punctul M (z1,y1,21) este situat pe dreapta D, iar @ = li +mj + nk este
vectorul de directie al acestei drepte.
Aria paralelogramului construit pe vectorii My My i U este

[0 x My Mol = [[] - dist(Mo, D)

si de aici obtinem

dist(My, D) = |
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Folosind notatiile

Z: m n
Yo— Y1 20— 21

B l n
ro —T1 20— 21

G- l m
o — %1 Yo — Y1

putem scrie

. A2+ B2+ C?
distMo. D) =\

3. Unghiul dintre doua drepte
Fie dreptele D; si Dy aviand ecuatiile
r— I Yy—u Z—2

D : = et
( 1) l1 mq ni

T — X2 — Y2 Z— 22
(Do) : =2 = T2 =
2 ma n2

Vectorul director al iireptei D este Ty = l1i+m1j + nk, iar vectorul director
Uy = lot + maj + nok.
Unghiul dreptelor Dy si Do se calculeaza cu formula
V1 - U2 lils + mimo + ning
cos (D1, D) = -
11172 /@ +m2+ 1)+ mE +nl)

4. Unghiul dintre doua plane
Fie planele P; si P, avand ecuatiile

(P) a1z +biy+ciz+dp =0

(P2) :aox + boy + coz +dy =0

Vectorii normali acestor plane sunt 7, = a1i+b1j+cik si Tip = agi+boj+cok.
Observam ca 0 = <(Py, P,) = <(fi1,n2). Putem calcula

ny Ny aias + bibs + cico

cos (P, Py) = — —
[l - (72l /(aF + b7 + cF) (a3 + b3 + c3)
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5. Unghiul dintre o dreapta si un plan

Fie o dreapti D avand vectorul director & = [i + mj + nk si un plan P cu
vectorul normal @ = ai + bj + ck.

Fie § = <(D, P). Atunci avem:

(71' 0) n-v
Cos | = — =T =
2 7 - [l
de unde obtinem

_ n-v al +bm +cn
w1l /(a2 + 02 + ) (12 + m2 + n?)

D

S

3|

7.4 Perpendiculara comuna a doua drepte in spatiu

Fie dreptele necoplanare Dq si Do de ecuatii

r—1I Yy—u zZ—2z
(D1) : = =

Iy my ny

T — T2 Yy—1y2 Z = 22
2 ma 2

Teorema 7.4.1 FEzxista o dreaptd unica D care se sprijind pe dreptele Dy gi
Dy gi este perpendicularda pe fiecare dintre ele, numita perpendiculara comuna
a dreptelor Dy si Ds.

Demonstratie: Dreapta cautata se obtine ca intersectie de doua plane,
in felul urmator:
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fie 71 = 10 +m1j + nik §i To = loi +moj + nok vectorii de directie ai celor
doua drepte si fie
Lq = ‘ . 3 + ‘

Notam cu A, B, C' componentele acestui vector.

Fie planul P; ce contine dreapta D; si este paralel cu directia 7 gi planul
P> ce contine dreapta D si este paralel cu directia n.

Dreapta D = P, N P, este perpendiculara comuna a dreptelor Dy si Do.

ly
lo

ly
la

my
m2

n
n2

n
n2

mq

n="v] XUy = m
2

P, Ay
U1 V9
M1 / M2 P2
N
D1 M l)2
/ D
Ecuatiile acestei drepte sunt urmatoarele:
(|z—21 y—y1 z2—2
l1 mq ni =0
A B C
S
T—T2 Y—Y2 2z2—22
lg mo Ny =0
L A B C

Definitia 7.4.1 Fie D; si D doua drepte in spatiu. Numarul

dist(D1, Do) = Mlgg dist(M,N)
1

Ne

Dy

se numeste distanf{a dintre dreptele Dy si Do.



110 Algebra liniara, geometrie analitica gi diferentiald

Observatia 7.4.1 (i) Daca D; N Dy = { Py}, atunci dist(Dy, Dy) = 0.

(ii) Daca D1|| Dy, fie P € Dy; atunci dist(Dy, Do) = dist(P; Ds).

(iii) Dacd Dp si Do sunt necoplanare, atunci dist(Di,Dy) reprezinta
lungimea segmentului de pe perpendiculara comuna a dreptelor D; si Da,
cuprins intre Dy si Dy. In acest caz, dist(Dy, Ds) se poate calcula astfel:

|(v1,U2, M1 Ms)| reprezintd volumul paralelipipedului construit pe vec-
torii T,Te i My Mo, iar ||U7 X Us|| reprezinta aria bazei. Distanta cdutati,
dist(D1, D), este chiar inaltimea corespunzatoare acestei baze.

In concluzie, vom avea,

(61362aM1M2)|

: |
dist(D1, Do) = |71 X Da|

Observatia 7.4.2 Conditia necesara si suficienta ca dreptele D; si Do sa fie
necoplanare este urmatoarea:

(51,52, M1M2) 75 0



Capitolul 8

Cuadrice

8.1 Sfera

Fie Cy(xo,yo, 20) un punct fixat in spatiu si R > 0 un numaér real dat.

Definitia 8.1.1 Sfera de centru Cj si raza R este locul geometric al punctelor
din spatiu situate la distanta R de punctul Cy; se noteaza S(Cy, R).

Teorema 8.1.1 Punctul M(z,y,z) este situat pe sfera S(Co, R) daca gi nu-
mai dacd (z —x0)” + (y — y0)> + (2 — 20)* = R”.

Demonstratie: M(z,y,z) € S(Cyp,R) < dist(M,Cy) = R <&
“CUM“ =R & (l‘ - 270)2 + (y - y0)2 + (Z - 20)2 = R2.<>

Ecuatia de mai sus se numeste ecuafia carteziand implicita a sferei sau
ecuatia sub forma de patrate.

Propozitia 8.1.1 Ecuatiile sferei S(Cy, R) sunt urmatoarele:
(i) ecuatia vectoriala:

|7 — 70|l = R sau 7 =7 + R(cos@sinp -i + sinfsing - + cos o - k)
—— —
unde OM €7, OCy € Ty, iar 0 € [0,27], ¢ € [0,7].
(ii) ecuatiile parametrice:

x =1x9+ RcosfOsinyp
y=1yo+ Rsinfsinp , 6€l0,2n], ¢ €[0,n]
z=1zp+ Rcosyp

(13i) ecuatia carteziand generald:

2?4+ + 22420+ 2y +2c2+d =0, a,bc,dER, a2+ +c2—d>0.

111
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Demonstratie: (i)Utilizam definitia si CoM =7 — 7, ||CoM|| = R.
In continuare, folosim legitura intre coordonatele sferice gi cele carteziene.
(iii) Ecuatia de mai sus se mai poate scrie sub forma

(z4+a)+y+b)*+(z+c)? =a>+0*+c*—d

Din ipotezi, a® +b?> +¢? —d > 0; existd R numir real, R > 0 astfel incat
a? +b?+c?—d= R
In concluzie, ecuatia de mai sus reprezinta ecuatie sferei cu centrul

Co(—a,—b,—c) siraza R = Va2 +b2 +c2 —d.

Propozitia 8.1.2 Ecuatia planului tangent la sfera S(Cy, R) de ecuatie
(z —20)® + (y — y0)* + (z — 20)* = R”
in punctul My(z1,y1,21) € S(Cop, R) este
(Tar,) : (z = o) (x1 — m0) + (¥ — 90) (y1 — wo) + (2 — 20) (21 — 20) = R”
(ecuatia planului tangent la sferd intr-un punct dat, scrisa prin dedublare).

Demonstratie:

=l

Planul tangent la sfera S(Cy, R) contine acele puncte M cu proprietatea
MM 1 CyM;j sau, echivalent, My M - M,Cy = 0.
Din MiM =7 —7, M1Cy =7y — 71 obtinem

(TF—71)(Tp—71) =0

(F—Fg—i—?g —71)(70—71) =0



G. Cicortas 113
(F =T0)(To = T1) + (Fo —71)* = 0
Inlocuim |75 — 71| = R si gisim
(F—70)(F1 —To) —R* =0
(z — z0)(z1 — z0) + (¥ — o) (y1 — Yo) + (z — 20) (21 — 20) = R* O

Propozitia 8.1.3 Fie sfera S(Cy, R) si D o dreapta variabila ce trece printr-
un punct fizat P gi taie sfera in punctele My gi Ms. Atunci

PM, - PMy = constant.

Demonstratie:

Din PMy =7, —7p si PMy =79 —Tp avem
PM, - PMy = (71 —Fp) . (72 —Fp)
Folosind ecuatia vectoriala a dreptei D, vom avea:
M, € D, deci existd t; € R astfel incat 71 = 7p + t1 - v; My € D implica

faptul ca 3¢5 € R astfel incat 7o =7p + to - .
Atunci avem:

PMy - PMj = (t - 0)(t2 - D) = t1 - o - ||0]| (8.1)
Folosim acum ecuatia vectoriald a sferei S(Cy, R) :
IF =7l =R & |IF—7ol> = R* & (F—70)” =R’
Ecuatia vectoriala a dreptei D este

(D):T=Fp+t-U, teER
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Atunci intersectia dintre sfers si dreapta este caracterizata astfel:
(Fp+1t-7—79)° = R?
sau, echivalent,
o)1 + 2(Fp —To)v - t + |[Fp — Tol|> — R* =0
Insi DN S(Cy, R) = {M;, My}, deci t1,ts sunt solutiile ecuatiei de mai sus.
Obtinem relatia

Ip —7oll* = 7

N

Acum aplicam (8.1) si gasim
PM; - PM; = ||Fp — FOH2 — R? = constant.$
Definitia 8.1.2 Numaérul
p(P,S) = PM; - PM, = |[rp — 7ol — R?
se numeste puterea punctului P fata de sfera S = S(Co, R).

Observatia 8.1.1 Puterea punctului fatd de sferi caracterizeazi punctele
sferei, punctele interioare ei respectiv cele exterioare, in felul urmétor:
p(P,S) >0 & P e ExztS(Co,R) ={M € Ej3| dist(Cy, M) > R}
p(P,S)=0 & Pe S(CyR)
p(P,S) <0 & Pe IntS(Cy, R) = {M € E3| dist(C), M) < R}.

Propozitia 8.1.4 Locul geometric al punctelor din spafiu care au puteri egale
fata de doua sfere date este un plan perpendicular pe linia centrelor sferelor,
numit plan radical al celor doud sfere.

Demonstratie: Fie P un punct care apartine locului geometric cautat.
Avem p(P,S) = p(P,S'), S = S(Cy, R) si §' = S(C}, R') fiind sferele date.
Aplicam Definitia 8.1.2:

IFp = 7oll? = R* = |[7p — 10]|* — (R)?

unde OC) € Ty, iar OC), € .
Fie 00(960,?/0,20), C(I)(xi)ayf)az(l))a P(xayaz)' Obtlnem

(x—20)>+(y—wo)> + (2 —20)° —R?> = (x—x})> + (y —yp) > + (z — 2)* — (R')?



G. Cicortas 115

Dupéi efectuarea calculelor gasim (z(, — zo)z + (v — vo)y + (2 — 20)2 +

1
+§(w3 +yp + 25 — B2 = (5)” = (0)” — (20)* + (R)?) = 0 (sau (S) — (8") = 0),
care reprezinta ecuatia unui plan deoarece

2

(xo — xf))Q + (yo — yf))2 + (20 — 25)° > 0.

Vectorul normal acestui plan este

= (g — 0)i + (4o — yo)J + (20 — 20)k,
deci planul radical este perpendicular pe dreapta CyC{.<

Propozitia 8.1.5 Ecuatia sferei determinatd de patru puncte necoplanare
M;(xi,yi,zi), © = 1,4, este

4y’ +22 roy oz
2 +yi+z Ty 2
s+ ys+25 T2 Y 2
z3+ys+23 T3 Y3 2
iy +al oy

e
Il
jan)

Demonstratie: Fie sfera
(S):a? +y? + 2% +2ax +2by +2c2+d =0

unde a, b, ¢ € R, a® +b*> 4+ ¢ —d > 0. Adiugand conditiile M; € S, i =
1,4, obtinem un sistem liniar cu necunoscutele a,b,c,d. Acest sistem fiind
compatibil determinat, determinantul caracteristic este nul:

2 2y 2z 1 z24y?422
2x1 2y1 2z1 1 (L‘% + y% + Z%
2ry 2yo 220 1 x3+ys+23 | =0.
2r3 2ys 223 1 (L‘% + y§ + Zg
2y 2uys 2724 1 x4yl +2;

Inmultim prima, a doua si a treia coloana cu % si efectudm o permutare cir-

culard a coloanelor gi vom obtine ecuatia din enunt.

Observatia 8.1.2 (i) Studiem intersectia dintre o sferd S = S(Cp, R) si o
dreapta D :

SND =0 (D este exterioara sferei) < dist(Cy,D) > R

SND = {My} (D este tangenta sferei in punctul My) < dist(Co, D) = R
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SND = {M;, My} (D este secanta sferei) < dist(Cy,D) < R.
(ii) Studiem intersectia dintre o sferda S = S(Cp, R) si un plan P :
SNP=0 < dist(Cy,P) >R
SNP={My} & dist(Cy, P) = R; in acest caz, My = prpCy si P este
chiar planul tangent sferei in punctul M,
SNP =C (un cerc) & dist(Cop, P) < R.
Cercul de intersectie are centrul in punctul C, = prpCy, iar raza sa este

R' = \/R? — dist(Cy, P)2.

Ecuatiile acestui cerc sunt

{ 7 —7oll = R

(FU —FU)(FO — F) =0

(iii) Daca se dau doua sfere S = S(Co, R) si 8’ = S(Cj, R'), atunci ele se
intersecteazd dupd un cerc dacd |R — R'| < dist(Cy,Cf) < R+ R'.
In aceste conditii, ecuatiile cercului C = SN S’ sunt

C'{S’:() sau C'{S—S’:()

Observam ca acest cerc este situat in planul radical al celor doua sfere.

Definitia 8.1.3 Se numeste fascicul de sfere multimea sferelor ce trec prin
trei puncte necoliniare date.

Observatia 8.1.3 Ecuatia fasciculului de sfere (S)) determinat de doua sfere
date
(S): 2 +9° + 2% 4 2ax + 2by + 2cz +d = 0
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(SY:z?+ 9+ 22 +2dc+2y+2d2+d =0
care se intersecteaza dupi un cerc este
22412 4+ 22420420y +2c2+d+ XNz + 2+ 22 +2d 5 4+20'y+2¢ 2+d') = 0, € R
sau
(Sy): (S)+A(S)=0, \eR
8.2 Cuadrice in forma redusa
Definitia 8.2.1 Se numeste cuadrica in spatiul euclidian multimea

{M(z,y,z) € E3] a112% + any® + as3z® + 20192y + 2a1322 + 2a93yz+

+2014% + 2094y + 2a342 + a44 = 0, a;j € R, 7,7 =1, 4}.

Definitia 8.2.2 Se numeste elipsoid (FE) o cuadricad pentru care existd un
sistem de axe ortogonale Ozyz fata de care ecuatia cuadricei este
22 g2 2

2 eEte

(E) : —-1=0, a,b,c>0
Observatia 8.2.1 V M(z,y,z) € E, avem M;(z,y,—2), Ms(z,—y,z),
M;s(—z,y,2) € E; planele (zOy), (zOz), (yOz) sunt plane de simetrie pentru
elipsoid.

V M(x,y,z) € E, avem My(x,—y,—z), Ms(—xz,y, —2), Mg(—z,—y, 2) € E;
axele Oz, Oy, Oz sunt axe de simetrie pentru elipsoid.

V M(z,y,z) € E, avem M7;(—x,—y,—2) € E; deducem ci originea
0(0,0,0) este centru de simetrie pentru elipsoid.

Observatia 8.2.2 Studiem intersectia dintre elipsoid si planele de coordonate
sau plane paralele cu planele de coordonate.

EnN (z0y) : z2 Y

Observam ca E N (20y) este elipsa de semiaxe a, b. In acelagi mod se studiaza
EN(z0z) si EN (yOz).
Studiem acum E N P, unde (P) : 2z =\, A € R. Obtinem
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Dacd A € (—c¢,¢), EN P este o elipsa reala:

1‘2 y2

(FE) ()

Analog se studiaza intersectia elipsoidului cu plane paralele cu (zOz) res-
pectiv (yOz).

Reprezentarea geometrica:

Punctele A(a,0,0), A(—a,0,0), B(0,b,0), B'(0,-b,0), C(0,0,c),
C’(0,0, —c) se numesc varfurile elipsoidului, iar a, b, ¢ se numesc semiaxe.
Un caz particular important este cel al elipsoidului de rotatie:
224y 22

S+ 5 —1=0

Observatia 8.2.3 Ecuatiile parametrice ale elipsoidului sunt urmétoarele:

x =acosfsing
y=bsinfsing , 6¢€[0,27], ¢ € [0,7]

Z=ccosp

Definitia 8.2.3 Se numegte hiperboloid cu o pinza (Hy) o cuadricd pentru

care existd un sistem de axe ortogonale Ozyz fatd de care ecuatia cuadricei
este

H):Z+L —Z 120, abe>0
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Observatia 8.2.4 (i) H; are ca plane de simetrie planele de coordonate, axele
de coordonate sunt axe de simetrie, iar originea este centru de simetrie.
(ii) H; intersecteaza planul (zOy) dupa o elipsa de semiaxe a,b :

z=0
H; N (z0vy) : 2 2
1N (z0y) LA
a b

Fie planul (P) : z = A\, A € R Studiem Hi NP :

z=A 72 Y2

+
x Y = 7\ 2 7\ 2
I A Z [ A [ A
a2+b2 1+c2 (a 1+—2> (b 1—1——2)
c c

Obtinem elipse reale, pentru orice A € R.
In acelagi mod, Hy N (zOz) este o hiperbold cu axa transversalda Oz, iar
Hy N (yOz) este o hiperbola cu axa transversala Oy.

Reprezentarea geometrica:

Punctele A(a,0,0), A(—a,0,0), B(0,b,0), B'(0,—b,0) se numesc varfuri,
iar Oz este axa netransversald a hiperboloidului H;.
Cuadricele de ecuatii

2 2 2
T y z
etptals
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$2 y2 22

— -5+ —=5-1=0

a2 b2 2
reprezinta, de asemenea, hiperboloizi cu o panza, avand axa netransversala
Oz respectiv Oy.

Definitia 8.2.4 Se numeste hiperboloid cu doud panze (Hs) o cuadrica pentru
care existd un sistem de axe ortogonale Ozyz fatd de care ecuatia cuadricei
este

2 2 2

i ¥4
E—i—ﬁ—c—Z—Fl:O, a,b,c>0

(H2) :
Observatia 8.2.5 (i) Hiperboloidul cu doud péanze are aceleasi simetrii ca
hiperboloidul cu o panza.
(ii) Observam ca Hy nu intersecteaza planul (zoy) :

z=0
Hyn(zOy) : ¢ 22 42
P + =) +1=0
Fie planul (P) : z = A, A € R. Studiem intersectia hiperboloidului Hs cu
acest plan:
z=A
HyNP: z2 y2 A2

a2 b2 2

Dacd A € (—o0,—c) U (¢,+0), Ho N P reprezinta elipse reale:

Dacid A € (—c,c), HoN P = (. Dacd A = +c, atunci Hy N P = {C} respectiv
HoNP = {C,}
Studiem intersectia hiperboloidului Hy cu planul (zoz) :

Yy
Ho N (:EOZ) : 2 22
_ﬁ ol

Se obtine o hiperbola cu axa transversala Oz.
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Analog, intersectia dintre hiperboloidul Hy si planul (yoz) este o hiperbola
avand axa transversald Oz :

Punctele C(0,0,¢), C'(0,0, —c) se numesc varfuri, iar Oz este axa transver-
sald a hiperboloidului cu doua panze.
Cuadricele de ecuatii

2 2 2

T y z
_¥+ﬁ+c_2+1:0

2 2 2
= ri=0

a2 b2 2
reprezinta de asemenea hiperboloizi cu doua panze, avind axa transversala
Oz respectiv Oy.

Definitia 8.2.5 Se numeste paraboloid eliptic (P.) o cuadricd pentru care
exista un sistem de axe ortogonale Oxyz fata de care ecuatia cuadricei este

(Pe):x— ==z ab>0
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Observatia 8.2.6 (i) Daca M(x,y,z) € P., observam ca M;(—=z,y,z),
Ms(z,—y,2), Ms(—z,—y,z) € P, deci planele (yOz), (zOz) sunt plane de
simetrie, iar axa Oz este axa de simetrie a paraboloidului eliptic.

(ii) Studiem intersectia paraboloidului eliptic cu planele de coordonate si
cu plane paralele cu acestea.

Observam ca P, N (zOy) = {0O(0,0,0)}.

Fie planul (P): 2z =X, XA € R. Dacd A > 0, P, N P este o elipsa reala:

Daca A <0, P.NP = .
Intersectia paraboloidului eliptic cu planul (zoz) este o parabold cu axa
2

transversald Oz, de ecuatiiy = 0, — = z. Intersectia paraboloidului eliptic cu
a

2
planul (yoz) este o parabold cu axa transversald Oz, de ecuatii = 0, 3;—2 = z.

Reprezentarea geometrica:

Axa Oz se numegte axa transversala a paraboloidului eliptic, iar originea

este varful siu.
2 2 g2 2
Cuadricele de ecuatii — + — =y, =l + — = = reprezintd paraboloizi
eliptici, avand axele transversale Oy respectiv Ozx.
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Definitia 8.2.6 Se numeste paraboloid hiperbolic (P},) o cuadrica pentru care
exista un sistem de axe ortogonale Oxyz fatd de care ecuatia cuadricei este

[\

(Ph):ﬁ_b_zz’ a,b>0

x y?
2
Observatia 8.2.7 (i) Paraboloidul hiperbolic are aceleagi simetrii ca
paraboloidul eliptic.
(ii) Studiem intersectia acestei cuadrice cu planele de coordonate gi cu
plane paralele cu acestea.

Fie z = 0; obtinem r_ :l:%, deci P, N (zOy) reprezinta doud drepte
a

concurente 1n origine.
Fie P un plan paralel cu planul (zoy), de ecuatie (P):z =X, A€ R.
Daca A > 0, P, N P este o hiperbola cu axa transversald Oz :

z2=A
72 y?

@/ e

Daca A < 0, P, N P este o hiperbola cu axa transversala Oy :

z=A

332 2

Y _
v v !

Paraboloidul hiperbolic intersecteazi planele (zo0z) respectiv (y0z) dupa
parabole cu axa transversala Oz.

Reprezentarea geometrica:

AN
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Cuadricele de ecuatii

reprezinta de asemenea paraboloizi hiperbolici.

In finalul acestei sectiuni mentionim doar faptul cd acele cuadrice pentru
care existd un sistem de axe ortogonale Ozyz fata de care cuadrica are una
din urmatoarele ecuatii:

2 2
% + Z—Z =1 cilindru eliptic
2 2
i2 — 3;—2 =1 cilindru hiperbolic

y? = 2pz  cilindru parabolic

22 g2 2

— + T E 0 con (asimptot pentru Hy si Ho)
2 2

T

5= Z_Z =0 plane secante

2?2 —a? =0 plane paralele

2 =0 plane confundate

se numesc cuadrice degenerate.

8.3 Suprafete riglate

Definitia 8.3.1 O suprafata care poate fi generati prin migcarea unei drepte
D care se sprijina pe o curba data se numeste suprafata riglata. Dreapta D se
numeste generatoarea suprafetei.

Exemple de suprafete riglate sunt date de plan, con, cilindru. Alte doud
exemple sunt hiperboloidul cu o panza si paraboloidul hiperbolic.

Propozitia 8.3.1 (i) Hiperboloidul cu o panza este o suprafata dublu riglata
(are doud generatoare).
(ii) Paraboloidul hiperbolic este o suprafata dublu riglatd.

2,2 2
Demonstratie: (i) Consideram hiperboloidul (H;) : m_2 + y_2 -
a

—-1=0.
; 0

z
c2
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Aceasta ecuatia se poate scrie sub forma urmaéatoare:

E-E+2)-0-D0+Y

Fie familiile de drepte de ecuatii

(5-2-20-1)
(D) : , AER
A(22) -0
2in ()
(Dy) : r y
(G =ty

Observam ca V A € R, ¥V u € R, Dy, D, C Hy; in concluzie, (Dy)er si

(D) uer sunt familiile de generatoare ale hi2perb(2)loidul cu 0 panza.

(ii) Fie paraboloidul hiperbolic (FP},) : x_2 - Z—Z = z sau, echivalent,
a

E-DED--

¢ T y
S
a b
(Dy) : 4 .y , AeR
A(G+h) =2
(DM):< T y ) MER
(5 -3)="

Evident, VA €R, Vu € R, Dy,D, C P,.$

Pe proprietatea din Propozitia 8.3.1(i) se bazeaza posibilitatea de a con-
strui turnuri (coguri) de beton in forma de hiperboloid cu o panzi, cu cofraje
construite din scanduri drepte.
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Prin fiecare punct al hiperboloidului cu o panza Hy respectiv paraboloidu-
lui hiperbolic P, trece cate o generatoare din fiecare familie; fiecare generatoare
dintr-o familie intersecteaza orice generatoare din cealalta familie gi orice doua
generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza. Spunem ca aceste doua
familii de drepte formeaza o refea de drepte pe suprafata Hy respectiv Pj.



Capitolul 9

Curbe plane

9.1 Reprezentari ale unei curbe plane

In acest capitol I C R este un interval inchis §i R = (0,{i,7}) este un
reper cartezian ortonormat. Fie functia hp : By — Vo, hgp(M) = zi + yj,
unde x si y sunt coordonatele carteziene ale punctului M in raport cu reperul
dat R.

In prezenta unui astfel de reper, unei aplicatii ¢ : I — FEs i se asociaza
urmatoarele functii:

<
~
%
<
—~
5
A
Il
8
—~
o~
SN—
<
—~
5
A
SN—

S (x(t),y(t) =r(t) e R
Aici z(t) si y(t) noteaza coordonatele punctului M = ¢(t) in reperul dat
R. Functiile z,y se numesc functii coordonate (componente) ale functiei r
respectiv 7.
Imaginea aplicatiei ¢ in E5 corespunde notiunii intuitive de curba in plan:

127
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traiectoria unui mobil, urma unui spot luminos pe un ecran etc. Aceasta ima-
gine poate fi simpld, ca de exemplu un arc de cerc, sau complicatd, cum ar
fi o electrocardiograma. Studiul curbelor complicate urmeaza in mod firesc
studiului celor mai simple, iar acesta se poate realiza in anumite conditii im-
puse asupra aplicatiei ¢, conditii convenabile din punct de vedere al calculului
diferential.

Spunem ci functia r respectiv 7 este de clasi C* pe intervalul I daci
functiile coordonate iy sunt de clasi C* pe I (sunt derivabile si au derivatele
2y, ..., z®) y*) continue pe I).

Daci functia r respectiv 7 este de clasi C* notim

%(t) =P (4) = <{§)Tf(t), %(g) — (P 1),y P (1))
%(t) — 7(P) (t) = 2P (t)i + y(p) )7

Folosind regulile de derivare stabilite la Analizd matematica, se demon-
streaza:
1. Daci o € C'(I), 7 € C(I), atunci avem:

%(a(t) T(t) = (t) - 7(t) +alt) - F(t), Vte T
2. Daci 71,72 € C(I), atunci avem:

La(t) 7o) =7 (0) - To(t) +a(0) T, Ve T

Definitia 9.1.1 Fiec: I — Eysir: I — R2, r(t) = (z(t),y(t)), YVt € I,

d
r fiind de clasi C*, k > 1. Presupunem ci d—:H # 0, Vitelsi reste

omeomorfism pe imaginea sa.
O multime v C FE» se numeste arc elementar de curba daca v = c(I).
Perechea (I,c¢) se numeste parametrizare a arcului elementar 7.

In continuare, pentru un punct My € v astfel incat My = ¢(tp), vom folosi
urmatoarea notatie: My € vy (to € I).

Observatia 9.1.1 Fie f : I — R o functie diferentiabili de clasi C*, k > 1.
Multimea Gy = {(z, f(x))| € I} din plan se numeste graficul functiei f.
Multimea Gy este un arc elementar de curba.
In mod similar, daci ¢ : I — R este o functie de clasa C*, k > 1, multimea
de forma {(g(y),y)| y € I} este un arc elementar de curba.
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Exista multimi in plan despre care intuitia ne spune ca sunt curbe, dar care
nu sunt arce elementare de curba. In consecintd, vom da urmétoarea definitie:

Definitia 9.1.2 Numim curba in plan o submultime v C Ey cu proprietatea
ca orice punct al ei aparfine cel putin unui arc elementar de curba inclus in
aceasta submulfime.

Nici aceastd definitie nu acopera in intregime notiunea intuitiva de curba
in plan, insa ea delimiteaza o clasa suficient de ampla.
In continuare vom studia astfel de curbe plane.

Teorema 9.1.1 Multimea {M(z,y)| r = r(t), r(t) = (z(¢),y(t)),t € I,
r- aplicatie de clasd C*, k > 1, r'(t) # 0,t € I} este o curbd pland.

Fara demonstratie.
Pe baza teoremei de mai sus, pentru o curba plana vom avea urmatoarele
reprezentari:

()
(7) :
(

r(t), t € I sau

7(t), t €l - ecuatia vectoriald a curbei -y

): T
x = z(t) y . .
v) : y=y(t) tel - ecuatiile parametrice ale curbei vy

Sa consideram acum o aplicatie F : D — R, (z,y) — F(z,y), D C R?

fiind o multime deschisd, iar F - diferentiabild de clasi C*, k > 1.

oF oF
Notam F, = — si F, = —.
otam Fy o si dy

Teorema 9.1.2 In conditiile de mai sus, presupunem ca F2 + Fy2 >
0, Y(z,y) € D. Daca multimea {M(z,y)| F(z,y) = 0, Y(z,y) € D} este
nevida, atunci ea este o curba pland.

Fara demonstratie.
Conform acestei teoreme, ecuatia

(7): F(z,y) =0, (z,y) € D,D C R? deschisa

reprezinta ecuatia unei curbe plane gi ea se numeste ecuafia carteziand im-
plicita a curbei 7.

Pe baza teoremei functiilor implicite, ipoteza Fy(zo,y0) # 0, unde
F(zo,y0) = 0, asigura existenta unei aplicatii unice f : I — R, de clasi
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C*, astfel incat f(zg) = yo si F(z, f(z)) = 0, Vz € I. Atunci multimea
v = {(z, f(z))| © € I} este un arc elementar de curba. Daca Fy(zo,yo) = 0,
atunci avem F, (z9,yo) # 0 si, la fel ca mai sus, multimea y = {(g(y),y)| y € J}
va fi un arc elementar de curba.

In concluzie, ecuatia

(V) ry=ylz), vel

sau

(v) rx=2(y), yeJ

reprezinta ecuatia unei curbe plane, numitd ecuafia cartezianda explicita a
curbei .

Reprezentarile: parametrica, implicita si cea explicita ale unei curbe plane
sunt local echivalente, adica orice punct al curbei este continut de un arc
elementar de curba pe care se poate trece de la o reprezentare la celelalte
doua.

Exemplu: Cercul v = C((z¢,%0), R) are urmatoarele reprezentiri:

(7) : 7(t) = (zo + Rcost)i + (yo + Rsint)j, t € [0,27] - ecuatia vectoriald

r =2x9+ Rcost

() : { Yy =1yo + Rsint

() : (z —20)? + (y — y0)? = R?, (z,y) € D - ecuatia implicita

(y=mU~v2):y =y V/R?>— (x —x0)?, z € [xo— R,zo+ R] - ecuatia

explicita

t €]0,27] - ecuatiile parametrice

Definitia 9.1.3 Fie v = ¢(I) o curba plana astfel incat functia vectoriala
asociati r este de clasa C* &k > 0.

Se numeste schimbare de parametru pe curba 7y orice aplicatie h : J — I de
clasa CP, p > k, J C R fiind un interval inchis, astfel incat h sa fie inversabila
si h~! sa fie de clasa CP.

Observatia 9.1.2 Fie v o curba plana ca mai sus si fie A o schimbare de
parametru pe 7. Deoarece c: I — Es sih: J — I, existda coh : J — FEs. Prin
definitie ¢(I) = v. Pe de alti parte, (c o h)(J) = ¢(h(J)) = ¢(I) = 7. In plus,
d(co h)(s) 40

coh este de clasi C*, este un omeomorfism pe imaginea sa si 7
S

pe J. In concluzie, ¢ si ¢ o h definesc aceeasi curba plani.
Parametrizarea (J, coh) se numeste parametrizarea indusa de schimbarea
de parametru h.
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9.2 Parametrizarea canonica (naturald)

Fie v = ¢(I) o curba plana avand reprezentarea vectoriald r = r(t), t € I,
astfel incat r este de clasa C*, k> 1.
Sa consideram o diviziune A a intervalului I = [a, b] :

a=tg<t1 < - <th_1 <t,=5>

si fie P;, i = 0,n, punctele de pe curba y corespunzatoare acestei diviziuni:

10

a=ty t1 ta -+ tpo1 t, =0

Lungimea liniei poligonale PyP; ... P, este

Ia=UPP...Py) =) PiPy.

Inegalitatea triunghiului ne arata ca la o rafinare a acestei diviziuni lungimea
A nu descregte. Este interesant de studiat daca multimea {I/A} este marginita
superior atunci cand A parcurge multimea diviziunilor intervalului [a, b].

Definitia 9.2.1 Dacd multimea {I/a} este marginita superior, spunem ca =y
are lungime sau este rectifiabila. Marginea superioarda a acestei multimi se
noteaza cu [(7y) si se numeste lungimea curbei

Enuntam, fard a demonstra, urméitoarea propozitie:

Propozitia 9.2.1 Pentru o curbd pland v pentru care v este de clasq C*,
k > 1, numarul [(y) exista si este dat de formulele:

/u Mt(/\/ o),

dacd (7y) : 7(t) = x(t) - i +y(t) - 4, t € [a,
:/ 1+ (o (@)2da,

daci (7) 1y = y(a), = € [0, .
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In continuare vom defini o parametrizare speciald a unei curbe plane, nu-
mita parametrizare naturala sau canonica.

Fie v = ¢(I) o curba plana avand reprezentarea vectoriala r = r(t), t € I,
astfel incat r este de clasi C*, k> 1.

Definim functia

s: I —J=10,l(y)], s(t) :/ |7 ()||dee, VYt €1, I =]a,b]

Observam ci s(t) este lungimea arcului de curba v, = ¢([a, t]).

Deoarece s'(t) = ||7'(¢)|| > 0, V ¢ € I, rezultd cd s este strict crescitoare,
deci injectiva. De asemenea, din definitia functiei, s(I) = J, deci s este surjec-
tiva. s fiind bijectiva, este inversabila:

_ —1 not
Js i TI, =

Din faptul ca s'(t) > 0, V ¢t € I obtinem ci h este derivabila; in plus, h’ si
s’ sunt continue.
In concluzie, h defineste o schimbare de parametru pe curba .

Definitia 9.2.2 Parametrizarea definitd de aplicatia h : J = [0,I(y)] —
I, h = 57!, se numeste parametrizarea naturald (canonicd) a curbei -y
(parametrul este chiar lungimea arcului).

Teorema urmatoare, pe care nu o vom demonstra, ne da o caracterizare a
parametrizarii naturale pe o curba:

Teorema 9.2.1 Fie v = ¢(I) o curba pland, avind reprezentarea vectoriald
r=r(s), tel.

7 = T(s) este parametrizarea canonica pe curba vy dacd gi numai daca
dr
—|| =1 Vsel.
‘ ds ’

Parametrizarea canonicd are o importantd teoreticd deosebita. In prac-
ticd insa, ea nu este totdeauna usor de obtinut, asa incit se opereaza cu

C o, . A o oo
parametrizari care nu satisfac in mod necesar conditia ca Ts sa fie un ver-
s
SOr.
In continuare, pentru a face deosebire intre parametrizarea canonica i o
parametrizare oarecare a unei curbe, vom folosi urmatoarele notatii:
dr . d°7 . dx

%:F, _d32 :F, — =z etc.

ds
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Exemplu: Revenim la exemplul analizat anterior, v = C((x, o), R), pen-
tru care consideram ecuatiile parametrice

r =2x9+ Rcost
(7) :

y =1yo+ Rsint € [0, 2]

Functia lungime a arcului de cerc este

/u Ma—/\/ /(@) Pda = Rt

iar J =[0,1(v)] = [0, 27 R] este codomeniul functlel s.
Definim h : [0,27R] — [0,27], h =s', adicd h(s) = %, Vs € [0,2rR].

In concluzie, ecuatiile canonice ale cercului sunt urméatoarele:

S
= R =
r = a9 + LT cos i)
(7) : , s€[0,27R]
= yp + Rsin il
Y=Y R

Verificaim acum Teorema 9.2.1:

F(s) = —sin i cos G ()] = 1

Pe de alta parte, pentru parametrizarea obignuita a cercului vom avea:

7'(t) = —Rsint-i+ Rcost-j; ||F(t)]| =R

9.3 Tangenta gi normala la o curba plana

Fie curba pland v = ¢(I) avand reprezentarea vectoriald 7 = 7(t), ¢t € I,
r fiind de clasi C*, k > 1, unde, ca de obicei, avem 7 : I — Vh, T(t) =
z(t)-i+y(t)-j, tel.

Fie My € v (to € I) un punct fixat pe aceastd curba si M € v (¢t € I) un
punct arbitrar al ei.
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Definitia 9.3.1 Pozitia limita a dreptei determinate de punctele My si M
atunci cand ¢t — ?p se numeste tangenta la curba y in punctul My, notata tyz,.

Propozitia 9.3.1 Curba pland v admite in punctul My o tangentd bine de-
terminata, avand ecuatia

z — z(to) _Yy- y(to)
' (to) y'(to)

Demonstratie: Dreapta determinata de punctele My si M (t # tp) are
7(t) — 7(to)

t — to
asemenea, un vector de directie al acestei drepte. Pe de alta parte, avem

() ~T(t)
t—to t— tO

(tMo) :

vectorul de directie MqgM = 7(t) — T(to); observam ca este, de

= F,(tg).

Evident ||7(to)]] # 0. Rezulta ca dreapta ¢y, este bine determinata, avand
directia
7 (to) = ' (to) - i +y'(to) - J
iar ecuatia ei este

z—x(t) _ y—ylh)
' (to) y'(to)
Observatia 9.3.1 (i) Fie curba pland (v) : y = y(z), = € I si fie punctul

Mo (z0,y0) € 7, deci zg € I si yo = y(zo).
Ecuatia tangentei la v in punctul M este

(tMo) :

(taro) : v — Yo = ¥ (z0)(z — 20)

(ii) Fie curba plana v de ecuatie F(z,y) =0, (z,y) € D si fie (g, yo) € D
astfel incat F'(zg,y9) = 0; atunci My(zo,y0) € 7. Ecuatia tangentei la 7 in
punctul My este

(taso)  Fr(z0,90) (T — 20) + Fy(z0,90)(y —yo) = 0

Aici am notat
oF oF
F - 1 F = — .
:B(anyO) O (anyO) §1 y(anyO) ay (anyO)

Definitia 9.3.2 Perpendiculara pe tangenta 37, la v in My se numeste nor-
mala la v In punctul My si se noteaza nyy,.
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Observatia 9.3.2 Din Propozitia 9.3.1 si Observatia 9.3.1 obtinem ca daca ~y
x = x(t)
y=y(t)

are ecuatiile parametrice { , t € I, atunci normala la v in punctul

My, npg,, are ecuatia

(nasy) = 7' (t0) (# — z(to)) + 4/ (to) (y — y(to)) =0
Daca v este datd explicit prin ecuatia y = y(z), = € I', atunci avem

(nMo):y_yO = _%

7 (20) (z — o)

Daca  are ecuatia implicitd F'(z,y) =0, (z,y) € D, normala nyy, are ecuatia

(nag) * Fy(z0,90)(x — 20) — Fr(wo,0)(y — yo) = 0.

9.4 Curbura unei curbe plane

Fie curba pland v = ¢(I) r fiind de clasi CF, k - suficient de mare, fie
My € v un punct fixat pe aceasta curba si M € v un punct arbitrar al ei.

tym

Ao M

As

t,

Notam cu A masura unghiului tangentelor la v in My si M iar As este
lungimea arcului determinat de punctele My si M.

Definitia 9.4.1 Se numeste curbura curbei v in punctul My numarul

Al

. not
Aimy x| T HM)
iar numarul )
R(My) = ————
(Mp) (Vo)

se numeste raza de curbura a curbei v in punctul M.
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Teorema 9.4.1 Fie v o curba pland avand reprezentarea wvectoriala T =
7(s), s €[0,1(7)], cur de clasa C*, k> 2.
Curbura curbei v in punctul My € v (so € I) este data de formula

k(Mo) = [[7(so) |-

Demonstratie: M € vy (so € I) fiind un punct fixat pe curbé, si con-
sideram un punct arbitrar M € v (so + As), As = s — sp.

Tangenta, £y, are versorul director #(sg) = 7(sg), iar tangenta ¢5; are ver-
sorul director #(sg + As) = 7(so + As).

Fie triunghiul ce are ca laturi acesti versori, agezati cu originea in punctul
M. In acest triunghi (isoscel) ducem bisectoarea unghiului de la varf. Atunci
avem:

o 0] _ [0 + As) — T(so)]
2 20

Tinand seama de faptul ci ||£(so)|| = 1 obtinem

in 2] _ 0+ A) ~ T

Din aceasta egalitate rezulta

- Af AD
(o + As) ~E(s0)| S‘HT‘ P A
S o S o S
|As| |As| Af A
2
Trecem la limita si gasim:
o Af
. lt(so + As) —t(s0) || - My Af
1 — lim | —2 . Af
A530 |As| 2050| A9 | AsSo | As
2

[(s0)ll = k(Mo)
Folosind acum faptul ci #(sg) = 7(sg), obtinem k(M) = ||7(so)]|. &
Propozitia 9.4.1 Daca y este o curbd pland avand ecuatiile parametrice x =

z(t), y =y(t), t € I, unde x,y sunt de clasi C*, k> 2, iar My € v (to € I),
atunci curbura curbei v in punctul My este data de formula

|7 (t0)y" (to) — 2" (t0)y' (to)|
FMO) = 0 (10))2 + (' (10)) 22
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Fara demonstratie.

Observatia 9.4.1 (i) Daca (v) : y = y(z), © € I, My € vy, My(zg,1p), din
Propozitia 9.4.1 obtinem

ly" (o)
k(My) = .
M) = ) P2
Justificarea este urmatoarea: ludm z(t) = z, de unde avem 2/ = 1siz” =0
si putem nota parametrul cu x.
(ii) Daca (v) : F(z,y) =0, (z,y) € D, My € v, My(z0,yo), din formula de
mai sus avem

Ay
(F2(x0,y0) + F2(x0,90))%/?

k(Mo) =

unde am notat

Fee(20,%0) Fry(wo,y0) Fr(wo,y0)
A =| Fpy(zo,y0) Fyy(zo,90) Fy(zo,v0)
Fy(xo,90)  Fy(wo,y0) 0

Presupunem F, # 0. Din F'(z,y) = 0, Y(z,y) € D, prin derivare rezulta

Fy+ F, -y =0, de unde avem gy’ = —Fm.
y

Derivam inca o data si obtinem
sz+me'yl+(FyI+Fyy'y,) 'y,+Fy'y,I =0

Inlocuind 3y’ vom avea

F F,\*
Fyy + 2F, <——’”> + F, (——‘”) +F, -y =0
T zy Fy vy Fy Yy
sau, echivalent,
Fow-F2 —2Fyy - Fy- Fy+ Fyy - Fo + Fp -y =0
De aici rezulta
Fyp- F} —2Fyy - Fp - Fy+ Fy, - F?

" __ T

y_
Ey

Inlocuim acum in formula dati in Observatia 9.4.1(i) si gisim

|me'Fy2_2ny'Fx'Fy+Fyy'Fm2| 1
k(lwo) = F3 . 5 3/2 s
|Fy| F? (z0,y0)
1+ F—yQ
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_|Foa Fj —2Fyy - Fy - Fy+ Fyy - 7| |Fy| o
£y (F2 4 F2)3/2 l@oyo)

O problema interesanta este determinarea curbelor plane care au curbura
constantd. Raspunsul este continut in urmatoarea observatie:

Observatia 9.4.2 (i) O curba pland 7 este o dreaptd dacd si numai daci
E(M)=0,V M € ~.

(ii) O curbda plana «y este un cerc daca si numai daca k(M) = constanta #
0,V M €.

Sa justificam aceste afirmatii.

(i) Fie dreapta (7y) : y = mz +n; evident ¢’ = m si 4" = 0. Din Observatia
9.4.1(1) avem k(M) =0, V M € 7.

Reciproc, presupunem k(M) =0, V M € ~. Folosind din nou Observatia
9.4.1(i) avem 3" = 0, de unde rezulta y' = C si y = C1z + Co, C1,Cy € R.

In concluzie v este o dreapta.

(ii)Daca «y este cercul C((zo, o), r), ecuatiile parametrice sunt

(7):{ T =x9+rcost t € [0, 27]

Yy =19yo + rsint
Inlocuim acum #' = —rsint, y =rcost, 2" =—rcost, y" = —rsint in
1
formula din Propozitia 9.4.1 si obtinem k(M) = — = constanta.
T
1
Observam ca R(M) = W = r; raza de curbura coincide, in orice punct,

cu raza cercului.
Reciproc, presupunem k(M) = constanta et k, VM € ~.
Presupunem ca vy este parametrizata natural:

(7) : 7 =7(s), s €[0,i(v)], [F(s)l| = 1
adicd (4)% + (9)? = 1.
Din Propozitia 9.4.1 avem
- byl _
[(£)? + (9)%]3/2
de unde rezultd |z§ — Zy| = k. Consideram cazul iy — Zy > 0; vom avea
—Ey+ 2y = k.
Derivim in raport cu s egalitatea (%)% + (y)? = 1. Obtinem sistemul
—Ty+ iy ==k
Z+yy =0
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cu solutia £ = —ky si y = k. Prin integrare avem
T=—-ky+c
{ Q:kfﬂg-/l-CQ L aeceR

Inlocuim in (£)? + ()% = 1 si avem
Co 2 C1 2 . 1 2
@*z)*@‘z)—(ﬁ

care este ecuatia unui cerc de raza r =

1 1

o observam ca din nou am obtinut
Definitia 9.4.2 Fie curba plana v = ¢(I). Functia
E:T—Ry, t—k(t)=k(M),

unde M € v (t € I), se numeste functia curburd a curbei 7.

9.5 Reperul Frenet-Serret al unei curbe plane

Fie curba pland «y avand ecuatia vectoriald 7 = 7(s), s € [0,1(y)], r fiind

de clasa C*, k > 2, si

dr
d—H = 1. Versorul tangentei la curba intr-un punct
s

arbitrar M € v (s € [0,1(7)]) este i(s) = !;Eg“ =7(s).

Fie m(s) versorul normalei la curbd in M; alegem sensul lui 7i(s) astfel
incat baza {t,m} si fie direct orientatd, adicd matricea schimbéirii de baze
{i,7} = {t,n} si aiba determinantul pozitiv.
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Versorii ¢(s) si i(s) au expresiile urméatoare:

De fapt, sistemul de mai sus reprezintd formulele de schimbare a bazelor

_— o #(s) —g)(s)) . . C o
1,7} — {t,n}. Fie A = . . matricea asociatd acestei schimbari
{i,7} {t,n} < g(s)  (s)
de baze. Evident det A = (2(s))? + (y(s))? = 1.

Definitia 9.5.1 Reperul R = (M;{#(s),n(s)}) se numeste reperul Frenet-
Serret al curbei plane ~.

Parametrul s € [0,[(~y)] fiind variabil, obtinem un reper mobil pe curba ~.

Teorema 9.5.1 (Formulele Frenet-Serret pentru o curbé plana) In conditiile
de mat sus, avem:

i(s) =h(s)-mls)
{ A(s) = —k(s)-7(s) ° € OIOL

Aceste formule au o importantd teoretici deosebitd. Ele se utilizeaza in
demonstratia teoremei urmatoare, demonstratie pe care nu o vom prezenta.

Teorema 9.5.2 (Teorema fundamentala a curbelor plane) Fiind data o
functie k : [0,1(y)] = Ry, s — k(s), de clasa CP, p > 0, exista o curba
plana v = ¢(I) avdnd reprezentarea vectoriala r = r(s), pentru care s este
lungimea arcului iar k este funcfia curburd a curbei.

In plus, orice alta curba pentru care s este lungimea arcului si k este functia
de curbura difera de -y printr-o deplasare rigida in plan.

9.6 Contactul a doua curbe plane

Fie v, si 72 doua curbe plane avand reprezentarile vectoriale r; =
ri(t), 1o = ro(t), t € I, cu 7y §i ro de clasa C¥, &k > n+ 1, n € N fiind
fixat. Presupunem ca v si 72 au un punct comun My(tg € I). Aceasta implica
Tl(to) = T’g(to).

Definitia 9.6.1 Spunem ca 7; si 2 au in punctul My un contact de ordinul

n daca
{ rP(te) =P (t), p=0,m

T§n+1) (t[]) r(n+1) (t[])-

2
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Fie acum curbele plane 7;, 72 date prin ecuatiile carteziene explicite
(1) : y=filz)zel, (v): y=folz),zel

Presupunem ca existd un punct My(zg,yp) comun celor doud curbe.
Definitia 9.6.2 Spunem ca 7; si 2 au in punctul My un contact de ordinul
n daca

g (x0) = ( o) =

+
Fr D () £ 7 o >

Fie 1 si 2 curbe plane avand ecuatiile (1) : = = z(t), y =y(t), t € I si
(72) : F(z,y) =0, (z,y) € D. Fie My € y1 Ny2 (to € I).

Definitia 9.6.3 Spunem ca 7; si 2 au in punctul My un contact de ordinul

n daca PF
g (@(t0),y(t)) =0, p=0,n
dn-l—lF
dtn+1 ( (tU)ay(tO)) 7é 0

Sa considerdm acum curba «y de ecuatii z = z(t), y = y(t), t € I si fie o
familie de curbe ce depinde de n + 1 parametri Aj, Ao, ..., A1 € R, avand
ecuatia

(7/\) :F(xay;AIaA%---a)‘nJrl) :07 (]773/) €D

Definitia 9.6.4 Daca in familia de curbe (v,) existd o curba ~ care are cu
v un contact de ordin n intr-un punct My € 7y (¢y € I), atunci yy se numeste
curba osculatoare la v in M.

Observatia 9.6.1 Daca o astfel de curba exista, valorile parametrilor
A1, ..., Apt1 sunt solutiile sistemului

dPF
dtp

( (t()) y(t0)7;>\17' .. 7>\TL+1) = 07 p= 0,77,.

Observatia 9.6.2 Fie (D) : y = mx + n o dreaptd in plan; ecuatia ei de-
pinde de doi parametri. Fie v o curba plana, avind ecuatiile parametrice
x = z(t), y = y(t), t € I. Determindm dreapta osculatoare la +; aceasta
are un contact de ordinul intai cu 7.

Fie tg € I, 29 = z(to), yo = y(to) si Mo(xo,yo). Conditiile de contact al lui
v si D in punctul My sunt

Yo = mxg +n
Yo = mag
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unde z = z'(to) si y{ = y'(to). /

!
. . . Y . Y 2 . .
Solutia sistemului este m = —(,) sin =yy— —? - zg. Inlocuim in ecuatia
x x
0

0
dreptei si avem
Yo Yo
(D):y==F7-z+yo— o
Zo Zo

ecuatie care se poate scrie sub forma,

y—yozfﬁ—ﬁﬁo

! !
Yo )

In concluzie, dreapta osculatoare la o curba 7 intr-un punct My € v este
tangenta la y in My, tpy,.

Vom determina acum cercul osculator la o curba data int-un punct dat.

Propozitia 9.6.1 Fie v o curba plana, avand ecuatiile parametrice r =
z(t), y = y(t), t € I, astfel incit = siy sunt de clasi C*, k > 2.

Cercul osculator la 7y intr-un punct My € 7y (to € I) are centrul in punctul
de coordonate (a,b) si raza r date prin formulele

2 2 2 2

vl +we) z0(70” + Yo

1o ///7b_y0+ 1o "I
ToYo — ToYo ToYo — ToYo

2 2
(2" + 96"

M) =
T = = il

a = T

Am notat xh = ' (ty) etc.
0

Demonstratie: Fie cercul de ecuatie (z — a)? + (y — b)? = r?; observam
cd avem trei parametri ( a,b si r), deci n = 2.
Conditiile de contact de ordinul n = 2 intre 7y si cerc sunt urmaétoarele:

(ro —a)® + (yo — b)* =72

(ﬁﬁg—a)'mﬁJr(yo—b) '29620

zy” + (w0 —a) -z +yy + (yo—b) yg =0
Rezolvand acest sistem, gisim a,b i r ca in enunt.
Observatia 9.6.3 Din Definitia 9.4.1, Propozitia 9.4.1 si Propozitia 9.6.1
rezultd ca raza cercului osculator la v in punctul M, si raza de curburad a

curbei v in My au aceeasi expresie. Din acest motiv, centrul cercului osculator
se mai numeste si centru de curbura al curbei v in punctul M.
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Curbe in spatiu

10.1 Reprezentari ale unei curbe in spatiu

Fie I C R un interval inchis si R = (0, {7, 7, k}) un reper cartezian ortonor-
mat. Fie functia hp : B3 — V3, hg(M) = xi+yj+2k, z,y, 2 fiind coordonatele
carteziene ale punctului M in raport cu reperul R.

In raport cu un astfel de reper, unei aplicatii ¢ : I — FEj3 1 se asociazi
urmétoarele functii:

I =Rt x(t)

T =R, t—y(t)
I = R, t— 2(t)

8

IS

<
~
o
=
—~
o~
SN—
Il
~—~ &
~_
o~
N
.|
+
<
~_
o~
N
<
+
N
—~
o~
SN—
Pl

O (z(t),y(1), 2(2) =r(t) R
Am notat cu z(t), y(¢), 2(t) coordonatele punctului M = ¢(t) in raport cu
reperul fixat R. Functiile z,y, z se numesc functiile coordonate (componente)

ale functiei 7 respectiv r.
Functia r respectiv 7 este de clasi C* pe intervalul I daci functiile coor-

donate z,y si z sunt de clasi C* pe I. In acest caz, notam

143
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%(t) =P () = (Ccll%(t), %(t), %(t)) = (#P) (1), y @ (£), 2P) (1))
%(t) =7®) () = 2P ()i + yP ()] + 2P 1)k

Regulilor de derivare stabilite in cazul curbelor plane li se adauga
urmatoarea:

C(t) x Tal0)] = 74 0) x a(t) +72(0) X (1)

Definitia 10.1.1 Fiec: I — E3, r: 1 — R, r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), Vt € I,

r fiind de clasi C*, k> 1. Presupunem c3

d
d—:H #0, Vit €l sir este omeo-

morfism pe imaginea sa.
O multime v C E3 se numeste arc elementar de curbd daca v = ¢(I).
Perechea (I,c¢) se numeste parametrizare a arcului elementar 7.

Definitia 10.1.2 Numim curbd in spafiu o submultime v C F3 cu propri-
etatea ca orice punct al ei apartine cel putin unui arc elementar de curba
inclus in aceasta submultime.

Observatia 10.1.1 Fie f,g: I — R functii diferentiabile de clasa C*, k > 1.
Multimea v = {M(z,y,2)| y = f(z), z = g(z), = € I} este curba in spatiu.
In concluzie, ecuatiile

Jy=r@

reprezinta o curba in spatiu si ele se numesc ecuatiile carteziene explicite ale
curbei vy
In mod similar, ecuatiile urmatoare reprezinta curbe in spatiu:

r = f(y)
{zzgw)’ rel

= f(2)
{y:g@)’ rel

Teorema 10.1.1 Multimea {M(z,y,2)| r =r(t), r(t) = (z(t),y(¢), 2(¢)),t
I, r- aplicatie de clasd C*, k> 1, r'(t) # 0,t € I} este o curbd in spatiu.

Fara demonstratie.
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Conform teoremei de mai sus, pentru o curba in spatiu vom avea
urmatoarele reprezentari:

(fy): r=r (t) t € I sau

: F=7(t), t €1 - ecuatia vectoriala a curbeiy
z=z(
Yy = y , t €I - ecuatiile parametrice ale curbei vy
z=z(

Sa consideram acum doua aplicatii
F?G:D%R’ (x’yﬂz) HF(x’y’Z)’ (x’yﬂz) HG(.’E,y,Z)

D C R? fiind o multime deschisa, iar F' si G - diferentiabile de clasia C*, k > 1.
Notam, ca de obicei, cu Fy, Fy, F, respectiv G, Gy, G, derivatele partiale
de ordinul intai ale lui F, G in raport cu z,y, z

Teorema 10.1.2 In  conditiile de  mai  sus,  presupunem ca
Fx(xayaz) Fy(ac,y,z) Fz(m‘ayaz) >
ran, =2,V (z,y,2) € D.
1( o G G (9:2)
Daca multimea {M (x,y, z) € E3| F(z,y,z) =0,G(z,y,z) =0, (z,y) € D}
este nevida, atunci ea este o curba in spatiu.

Fara demonstratie.
Conform acestei teoreme, sistemul de ecuatii

() : { ggi:g:j ;8 , (z,y) € D, D C R? deschisi
reprezinta o curba in spatiu si ea se numeste ecuafia cartezianda implicita a
curbei .

Reprezentarile: parametrica, implicita si cea explicita ale unei curbe plane
sunt local echivalente.

Schimbarea de parametru pentru o curba in spatiu se defineste la fel ca in
cazul curbelor plane.

10.2 Tangenta si planul normal la o curba in spatiu

Fie curba v = ¢(I) C E3, 7 =T7(t), t € I o reprezentare vectoriald a ei, 7
de clasi C*, k > 1, si My € v (tp € I) un punct fixat. Fie M € vy (¢ € I) un
punct arbitrar.

La fel ca in cazul curbelor plane, tangenta la v in M, este pozitia limita a
dreptei MyM atunci cand ¢t — tg.
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Propozitia 10.2.1 Curba v are in My o tangentd bine determinatad, avand
ecuatiile
z—x(to) y—ylto) _z—2(to)

' (to) y'(to) #'(to)

Demonstratie: Analog Propozitiei 9.3.1. $

(tMo) :

Observatia 10.2.1 (i) Daca - este reprezentata explicit, parametrii directori
al tangentei la v in punctul My € v, unde My(zo,y0,20), Yo = y(xg) iar
20 = z(xp), sunt (1,y'(zo), 2'(z0))-

(ii) Daca -y este reprezentata implicit, parametrii directori ai tangentei ¢y,
sunt minorii cu semn ai matricei

(Fx(ﬁﬁo,yo,zo) Fy(x0,%0,20) Fz($0,y0,20)>
G(z0,90,20) Gy(o,Y0,20) G=(x0,Y0,20)

Definitia 10.2.1 Se numeste plan normal la o curba « intr-un punct My € ~
planul v;, perpendicular pe tangenta 37, in punctul M.

Orice dreapta care trece prin Mj si este continuta in planul normal vy, se
numeste normala la curba v in punctul M.

Propozitia 10.2.2 Planul normal la v in punctul My are ecuatia
() = 7' (f0) (= — z(to)) + 4/ (to) (y — y(to)) + 2’ (t0) (2 — 2(to)) = 0.

Demonstratie:

Conditia ca un punct M sa fie situat in planul normal vy, este
MoM 1 7(ty)
Folosind expresiile vectorilor

MoM = (z — z(to))i + (y — y(to))j + (= — z(t0))k
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7 (to) = 2’ (to)i + 9/ (to)] + 2 (to)k

conditia de ortogonalitate de mai sus devine

o' (to)(x — x(to)) +#'(t) (y — y(to)) + 2'(t0) (z — 2(t)) =0 ¢

10.3 Planul osculator la o curba in spatiu

Fie v = ¢(I) C E3 o curba avand ecuatia vectorialad 7 = 7(t), ¢ € I, unde
7 este de clasi CF, k > 0. Fie My € v (to € I) un punct fixat.

Definitia 10.3.1 Pozitia limita a planului determinat de tangenta ¢y, la 7y
in My si de un punct M € « (¢t € I) atunci cand ¢t — #; se numeste plan
osculator la curba <y in punctul My si se noteaza cu wyy,.

Propozitia 10.3.1 Daca k > 2 gi My € vy astfel incat vectorii ¥ (to) i 7' (to)
sunt liniar independenti, atunci curba v are in My un plan osculator bine
determinat, avand ecuatia:

r—x(to) y—ylto) 2z— z(to)
(W) | 2'(to) y'(to) Z(to) | =0
" (to) y"(to)  2"(to)

Demonstratie:

tar,

Observam ca vectorul 7 (tg) x (T — 7(tp)) este normal planului determinat
de tangenta ¢z, si punctul M. Scriem formula lui Taylor de ordinul II pentru
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7 in jurul punctului % :

t—t t—tg)2
T OFI(tU) + %Fu(to) + RQ(F, to)

7(t) =T7(to) +

T, t
lim 7R2(T’ 0)

t—to (t - t0)2 =0

Vectorul normal se poate scrie astfel:

P(ty) x (F(t) — T(tg)) = 07 (tg) x ¥(to) +

1!
F,(to) X Ry (F, t[))
Vectorul urmator este, de asemenea, normal planului de mai sus:

05 10) x 7(10) +

o7 (to) X (F(£) —T(to))
' (t —tp)?

RQ(F, to)
(t —t9)?

=7 (tg) x 7' (to) + 27" (¢y) x

Planul osculator va avea vectorul normal

7 (to) x (7(t) —7(t0))

. | :—/ Il
tlgl% 2! T 1o)? T (to) x T (to)+
ol Tim 7 (tg) x L2000 sy om0y 20
t—to (t — t0)2

Observam c& directia vectoriald a planului osculator wyy, este data de 7 (o)

si 7! (t[)) .

10.4 Triedrul Frenet-Serret al unei curbe in spatiu

Fie curba v = ¢(I) C E3 avand ecuatia vectorialda ¥ = 7(¢), ¢t € I, unde 7
este de clasa C*, k > 2. Fie My € v (ty € I) astfel incat vectorii 7 (to) si 7' (¢o)
sunt liniar independent;i.

Definitia 10.4.1 Dreapta de intersectie dintre planul normal vy, si planul
osculator wyy, se numeste normala principala la v in punctul My, notata nyy,.
Normala la v in My perpendiculard pe planul osculator wps, se numeste
binormala la v in punctul My, notata byy,.
Planul ce trece prin Mj si este perpendicular pe normala principald nay,
se numeste plan rectifiant la v in punctul My, notat ppz,.
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PMy Mo

Definitia 10.4.2 Triedrul ortogonal avand drept muchii tangenta t,s,, nor-
mala principald njz, si binormala by, si drept fete planul normal vyy,, planul
osculator wyy, si planul rectifiant pys, se numeste triedrul mobil Frenet-Serret
asociat curbei 7 in punctul M.

Observatia 10.4.1 Tangenta t,;, se orienteaza in sensul versorului
= _ _T(to)
)l
(in sensul cresterii arcului). Binormala by, se orienteazd in sensul versorului
— 7 (to) x 7' (to)
" (ko) x 7 (ko)

iar normala principald ny, se orienteazi astfel incat baza {Tg, Ng, Bo} s4 fie
directa, adica (T, Ny, Bg) = 1. Versorul N va avea expresia

[T (to) x 7' (to)] x 7 (to)
17 (o) x 7" (o) - 7 (o)l
Definitia 10.4.3 Reperul R = (Mo, {To, No, Bo}) se numeste reperul mobil
Frenet-Serret asociat curbei v in punctul M.

NUZEU XTOZ

Propozitia 10.4.1 Fie curba v = ¢(I) C E3 data prin ecuatiile parametrice
z=2xz(t), y=yt), z==2(t), t €I, z,y,z de clasi C*, k > 2 si fie My €
v(to € I) astfel incat vectorii 7' (to) si 7' (to) sunt liniar independenti.

(i) Ecuatiile normalei principale sunt

z—xz(to) y—ylt) z—=z(to)
(nar) '(to)  y(to)  Z(to) |=0
o #"(to)  y"(b)  Z"(to)
o' (to) (z — x(to)) + 3/ (to)(y — y(to)) + 2'(to) (z — z(to)) = 0
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(ii) Notam cu Ay, By, Cy minorii cu semn ai matricei

< z'(to) y'(to) 2'(to) )

z"(to) y"(to) 2"(to)

Ecuatiile binormalei la v in My sunt

z—z(to) _y—ylto) _ z—2z(t)
Ay By Co

(73i) Daca Py, Qo, Ry sunt minorii cu semn ai matricei

(x'(tO) y'(to) Z'(t0)>
Ay By Ch

ecuatia planului rectifiant la v in punctul My este
Py(z — z(to)) + Qoly — y(to)) + Ro(z — 2(tp)) = 0

Demonstratie: (i) Avem ny, = v, Nwa,. Utilizdm Propozitia 10.2.2
si Propozitia 10.3.1.

(ii) Utilizam faptul ca vectorii By si 7 (to) X 7" (o) sunt coliniari iar vectorul
7 (tg) x ™' (to) are expresia

i J
F,(to) X F”(to) = :El(t()) yl(t()) 2 to) = AUE + B(); + CUE
(

(iii) Directia planului rectifiant pps, este datd de vectorii {v1,v2}, unde
U1 este coliniar cu Ty, de exemplu v; = 7/(¢p), iar Ty este coliniar cu By, de
exemplu

Ty =T (o) x 7' (to) = Agi + Boj + Cok

Ecuatia planului rectifiant va fi

r—xz(to) y—y(to) z—z(to)
(prp) : | '(to) y'(to) Z(to) |=0
A() BO CU

Folosind Py, Qg si Ry obtinem ecuatia din enunt. <
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10.5 Curbura si torsiunea unei curbe in spatiu

Definitia curburii si a razei de curbura a unei curbe v C Fj3 intr-un punct
My € v este aceeasi ca si in cazul plan:

. A6
K(Mo) = lim 135
1
OV = 20m)

Demonstratia Teoremei 9.4.1 ramane neschimbata dacd v este o curba in
spatiu. In concluzie, daci v C E3, My € v (so € [0,1(7)]), T - de clasi C*,
k> 2, ||7(s)|| =1, avem

k(Mo) = [[F(s0)l]-

In cazul in care nu lucrdm cu parametrizarea naturala, formula de calcul
a curburii este data in propozitia urmétoare:

Propozitia 10.5.1 Fie curba v = ¢(I) C E3 avind reprezentarea vectoriald
7=7(t), t € I, unde T este de clasi CF, k > 2 si fie My € y(ty € I).
Atunci avem:

7 (to) x 7 (t
R 7

Fie curba v si punctul My ca mai sus si fie un punct M € v arbitrar.
Consideram planele osculatoare la curba v in punctele My si M, wyy, si w.

Notam cu Aw masura unghiului planelor wyy, si wys iar As este lungimea
arcului curbei v determinat de My si M.

Definitia 10.5.1 Se numeste torsiunea curbei v in punctul My € v numarul

. Aw
m(Mo) = Jim A5
Numarul )
T(My) = ———
(Mp) (Vo)

se numeste raza de torsiune a curbei vy in punctul M.

Observatia 10.5.1 (i) Observam cid Aw este, in acelagi timp, mésura un-
ghiului binormalelor by, si by :

g m<i(bM0,bM)
m(Mo) = i —
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(ii) Curbura k(Mj) masoara "abaterea” curbei 7 de la tangenta ¢, iar
torsiunea 7(Mj) masoard ”abaterea” curbei v de la planul osculator wyy,.
Altfel spus, k(M) aratd cat de ”arcuitd” este «y, in timp ce 7(My) arata cat
de ”rasucita” este ea in punctul M.

Teorema 10.5.1 Fie curba v = ¢(I) C E3 avind ecuatia vectoriald T = T(s),
s € (0,1(7)), unde 7 este de clasi C*, k > 3, ||7(s)|| = 1. Fie My € v(so € I)
astfel incat 7(sq) # 0.

Atunci avem:

unde & = sign(7(so),7(s0), T (s0))-

Demonstratie: Fie My € y(so € I) si M € v(so + As € I). Versorii
binormalelor la y in My respectiv M sunt B(sg) respectiv B(sp + As).
Consideram triunghiul isoscel MyAB, in care avem:

1 — _
. Aw| 3lB(s0+As) = B(so)|
sin ——

2| 1B(so)]

A

B0+ As) - Blso)|

B

Din egalitatea de mai sus obtinem

o o . Aw
IB(so+As) — B(so)ll _ | 73" | |Aw
|As| | Aw | [As
2

Trecand la limitd cu As — 0, avem ||§(30)|| = |7(Mp|.
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Pe de alta parte, curba Y fiind parametrlzata natural, # = 1. Prin derivare
obtinem 7 -7 = 0, dec1 7 L 7. Insi7 =T este versorul tangentei tas, tar L nag,
nar C wa, iar 7 si 7 sunt vectorii de directie ai planului osculator wys, de unde
rezulta ca putem alege versorul normalei principale

N =

N IE

F JE—
[I7l
(am aplic.at aici Teorema 9.4.1 in cazul curbelor in spatiu). Am obtinut, de
fapt, ca T_§i N sunt coliniari. Baza {T, N, B} fiind direct orientati, avem
B =T x N. Prin derivare rezulta
B=TxN+TxN
si tinand cont de relatia T = k- N avem
B=TxN.

Vom arata ca E si N sunt coliniari.

Observim ci B -T = (T, N,T) = 0, deci B L T, iar B =1 implica
(prin derivare) B - B = 0, deci B L B. Rezulti c& B este ortogonal planului

determinat de ¢57 si bas, adicd B este coliniar cu N :

Avem B-N = (T,N,N)si B-N = +|B|-N-N = £||B|.
Tinand cont de egalitatea |7(M)| = || B||, deducem

(M )|—||B||—|(TWN)|—‘< = H:H)‘ SULAINN

Propozitia 10.5.2 Fie v = ¢(I) o curba in spatiu avind ecuatia vectoriald
7 =7(t), t € I, unde T este de clasi C*, k > 3. Fie punctul My € y(tg € I)
astfel incat vectorii 7 (tg) si 7" (to) sunt necoliniari.

Atunci avem: (7 (to), 7" (o), 7" (o))
R Oy e

Fara demonstratie.
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Observatia 10.5.2 In cazul in care curba v este data prin ecuatiile parame-
trice, formula de calcul a curburii intr-un punct My € y(tg € I) devine

\/W
F(Mo) = A+ B+ O

[(2(£0))2 + (¥ (t0))2 + (' (0))2]3/2

Folosind notatia
z'(to)  y'(to)  #'(to)
A= 2"(to) y"(to) 2"(to)
$”I (to) y/// (t[]) z/// (t[])

pentru calculul torsiunii obtinem formula

A
My) = -
M) = o
Definitia 10.5.2 Fie v = ¢(I) C E3 ca mai sus. Definim functia curburd a
curbei «y

kTR, Mokt ™ eM), Mertel

si functia torsiune a curbei vy prin
T IRt ()Y r(M), Meqytel

Observatia 10.5.3 (i) Se poate demonstra ci functia curbura verifici k = 0
daca si numai daca vy C Ej3 este o dreapta.

i)y r=0 < (7(¢),7(t),7"(t)) =0, Vt € I < ~ C E3 este continuta
intr-un plan & wjs este acelasi, in orice punct M € ~.

Teorema 10.5.2 (Formulele Frenet-Serret pentru o curba in spatiu) Flie
curba v = ¢(I) C E3 avand ecuatia vectoriala T = 7(s), s € [0,1(7)], unde
7 este de clasd C*, k > 3, ||[7(s)|| = 1, 7(s) # 0. Fie k functia curburd a curbei
v 1 T funciia torsiune a acestei curbe.

Au loc relatiile urmdtoare:

T =kN
N =—-kT+ 1B
B=-7N

Demonstratie: Observam ci in demonstratia Teoremei 10.5.1 am obtinut
prima si cea de-a treia formula de mai sus:

T—k-N §i B=+r-N
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(vom alege semnul ”—" in cea de-a doua egalitate).

Prin derivarea egalititii N = B x T obtinem
N=BxT+BxT
iar acum inlocuim B si T din formulele de mai sus si avem
N =(—7N)xT +B x (kN) = 7B — kT
Am demonstrat astfel gi cea de-a doua dintre formulele Frenet- Serret. {

Observatia 10.5.4 Fie curba v = ¢(I) C FE3 de ecuatie vectoriald 7 =
7(t),t € I, unde T este de clasi C*, k > 3.
Formulele Frenet-Serret se pot scrie astfel:

T’—n—'n k-N
_—||7"'||( k-TJrT-E)
B :—||7"’||-7'-ﬁ

In continuare prezentam interpretarea cinematica a formulelor lui Frenet-
Serret.

(i) Fie un punct material a carui traiectorie este curba « de ecuatie vecto-
rialda 7 = 7(t), t € I, t fiind timpul. Acestui punct ii asociem:

- vectorul viteza v(t) = 7 (¢)

- vectorul acceleratie a(t) = v'(t) = 7" (¢)

La momentul ¢, vectorii 7(¢) si @(¢) se afld in planul osculator wy; asociat
curbei v in punctul M € y(t € I).

(ii) Fie un corp rigid care se misca in jurul unui punct fix; fixam un punct
al acestuia. Notam cu < traiectoria acestui punct.

Existad o axa instantanee de rotatie situata in planul rectifiant pjs al punc-
tului M € (¢t € I); directia acestui axe este data de vectorul Darboux

w=1T+kB

k fiind functia curburd a curbei v, iar 7 functia torsiune.
Au loc relatiile urméatoare:

- = S ﬁ'
o

el & M

X x X I

N €l

© = ST

=3

|
gl
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Formulele Frenet- Serret au o mare importanta teoretica, ele fiind utilizate
pentru a demonstra urmatoarea teorema:

Teorema 10.5.3 (Teorema fundamentald a curbelor in spatiu) Fie I C R un
interval, k, 7 : I — R functii continue pe I astfel incat k(s) >0, V s € I.
Ezista o curba in spatiu v = ¢(I) C E3 avand ecuatia vectoriala T = 7(s),
s€ I, cuT de clasi C*, k > 3, astfel incit s este parametrul natural, iar k, 7
sunt functiile curburd respectiv torsiune ale curbei .
In plus, orice alta curbd cu ecuatia vectoriald 7y = 71(t) avand proprietatile
de mai sus difera de vy printr-o deplasare rigidd in spatiu.

Altfel spus, functiile curbura si torsiune ale unei curbe determind in mod
unic curba abstractie ficind de schimbarea parametrului si a reperului.



Capitolul 11

Suprafete

11.1 Reprezentari ale unei suprafete

In acest capitol vom considera ci R = (O, {i,7,k}) este un reper cartezian
ortonormat orientat direct. Fie functia hp : B3 — V3, hgr(M) = xi + yj + 2k,
x,1, z fiind coordonatele carteziene ale punctului M in raport cu reperul ales
R. Daci D C R?, in raport acest reper unei aplicatii s : D — F3 i se asociazi
functiile urmatoare:

z:D =R (u,v) = z(u,v)
y:D =R, (u,v) = y(u,v)
z:D =R (u,v) — z(u,v)

7:D— Vs, T(u,v)=

r:D =R, r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v))

S
D —m— E3 —_ ‘/73

(u, vf————s(u,v) = M———  OM = z(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k

/.

(2w, v),y(u,v), 2(u,v)) € R
Am notat cu z(u,v), y(u,v), z(u,v) coordonatele punctului M = s(u,v)
in raport cu reperul R.
Functiile z,y, z se numesc functii coordonate (componente) ale functiei 7
respectiv 7. Functia 7 este de clasi C* pe D, k > 0, daci functiile coordonate

157
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z,y, z sunt de clasi C* pe D (admit derivate partiale continue pe D pani la
ordinul k£ inclusiv).
In acest capitol vom utiliza notatiile urmatoare:

ox oz oy otc
Ty = —; Ty = —; == )
“Tow T o T Bu

0z 0z ‘
T = —=; Tyy = ——=— etcC.
T o2 Y Qudv
Tu:%:g«'u'z'i‘yu']"i‘zu'k
—_ aF = - 7
Tv:%:xv'z"i‘yv']'i‘zv'k
_ o’ . - -
Tuuzwzxuu'z"i_yuu']"i_zuu'k etc.

Definitia 11.1.1 Fie s : D — E3, D C R? multime deschisi, r : D — R3,
unde 7(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), iar functia r este de clasi C*, k > 1.
Numim suprafata elementard in spatiul E3 o submultime o = s(D), unde
7w X Tyll # 0, ¥V (u,v) € D, iar r : D — R3 este omeomorfism pe imaginea
sa. Perechea (D, s) se numeste parametrizare pe suprafata elementara o.

Definitia 11.1.2 O submultime ¢ in F3 se numeste suprafafd dacid orice
punct al ei apartine cel putin unei suprafete elementare continuta in o.

Fie acum D' C R? o multime deschisi si aplicatia bijectiva h : D' — D
avand ecuatiile v = u(w,v), v =v(w,v), (u,v) € D', astfel incit

ou ou
gu v |0, Y(u,v) € D'
on O

Observatia 11.1.1 Fie o o suprafatd elementard cu parametrizarea (D, s) si
fie h ca mai sus. Perechea (D', s o h) este 0 noud parametrizare a suprafetei
elementare o.

Ne vom ocupa acum de reprezentarile unei suprafete.
Fie D C R? o multime deschisi si o functie f : D — R, (z,y) — f(z,).
Graficul lui f este multimea Gy = {(z,v, f(z,y))| (z,y) € D}.

Teorema 11.1.1 Dacd functia f este de clasd C*, k > 1, atunci graficul ei
G este o suprafata elementara in Es.
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Fara demonstratie.

De asemenea, multimile {(z, f(z, 2),2)| (z,2) € D}, unde f : D — R2,
(z,2) — f(x,2) este de clasia C*, k > 1 respectiv {(f(y, 2),y,2)| (y,2) €
D}, f:D — R%, (y,2) = f(y,2) de clasi C*, k > 1, sunt suprafete ele-
mentare in Fj.

Pe baza acestei teoreme putem spune ca ecuatia

(0): z=2z(z,y), (x,y) €D CR* deschisa
reprezintd o suprafati. Aceasta se numeste ecuatia explicita a suprafetei o.

Teorema 11.1.2 Multimea {M(z,y,z)| r = r(u,v), (u,v) € D, r(u,v) =
(@ (u, ), y(u,v), 2(u,v)), - de clasq C*, k > 1, ||[Fy Ty # 0, ¥ (u,v) € D}
este o suprafata in Ej.

Fara demonstratie.
In concluzie, in conditiile teoremei de mai sus, pentru o suprafata din Fs
putem avea urmatoarele reprezentari:

(o) : T=7(u,v), (u,v) €D

(o) : r=r(u,v), (u,v) €D ecuatia vectoriala
z = x(u,v)

(o) : y =y(u,v) , (u,v) € D ecuatiile parametrice
z = z(u,v)

S4 consideram acum o functie F : D — R de clasd C*, k > 1, D fiind o
multime deschisd din R3.

Teorema 11.1.3 Dacd multimea o = {M (z,y, z)| F(z,y,z) =0, F de clasa
Ck, k>1, D CR3 deschisd, F? -i—FyQ—i-FZ2 >0, V (z,y,2) € D} este nevida,
atunci ea este o suprafala in Fs.

Fara demonstratie.
Conform acestei teoreme, ecuatia

(0): F(z,y,2) =0, (x,y,2) € D, F? +Fy2 + F? >0, D C R? deschisi
reprezintd o suprafati in F3 si numim aceasta ecuatia implicita a suprafetei o.

Cele trei reprezentari: explicita, parametrica si implicita ale unei suprafete
sunt echivalente.
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11.2 Curbe pe o suprafata

Fie suprafata o = s(D), unde D = U x V. Fie (ug,v9) € D fixat. Con-
sideram multimile

{(u,v0) e Dlue U} =U x {vp}

{(ug,v) € D|v eV} ={up} xV
si aplicatiile partiale

Sup : U = E3, 8y, (u) = s(u,vp)

Sug 1 V = E3,  sy,(v) = s(ug,v)

Notam vy, = su,(U), Yuy = Suo(V) si observam ca 7,, si 74, sunt curbe
situate pe suprafata o.

Definitia 11.2.1 Curbele ,, si 74, de pe suprafata o se numesc curbe de
coordonate (u) respectiv (v) pe o. (ug,vg) se numesc coordonate curbilinii ale
punctului My = s(ug, vo).

Yuo
V {U,o} xV o

Mo (uo, vo)
(UUa 'UU) U x {UO} Yoo

U

Aceste curbe au urméitoarele ecuatii parametrice:

z = x(u,v9) = X (u)

(Vwo) y=y(u,v0) =Y (u) , welU
z = z(u,v9) = Z(u)

= z(ug,v) = X (v)
(’YUO) : Yy = y(uo,v) = ):(U) , UVE Vv
z = z(ug,v) = Z(v)
Pentru diferite valori ale parametrului v : vy, v1, ... respectiv u : ug, U1, - - -

obtinem doua familii de curbe de coordonate pe o :

(’Yvi)ielt Yoo Yois -+
(’Yu]-)jeJ: Yuos Yurs - -
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Acestea au proprietitile urmatoare:

YV Moy(ug,vo) € 0, IV, Yue C o unice astfel incat My € vy, My € Yu,

Yo, m’yvj :Q); Yu; mfyuj = 07 Vi#j

Yoi NV Vu; = {M(uj,vi)}, V (i,5) €I xJ

De aceea, spunem ca (Vy,)ier $i (yu;)jes formeaza o refea de curbe de
coordonate pe suprafata o.

Observatia 11.2.1 Observam ca 7, (ug,vy) este vectorul de directie al tan-
gentei la 7y, in My, iar 7, (ug, vo) este vectorul de directie al tangentei la 7y,
in punctul M.
11.3 Planul tangent si normala la o suprafata
Fie suprafata ¢ = s(D) C E3, avand reprezentarea vectoriala
7 =7(u,v), (u,v) €D
si fie My(up,vp) un punct pe aceasta suprafata. Considerand u gi v functii de

acelasgi parametru, adicd u = u(t), v = v(t), t € I, punctul M(u(t),v(t)) va
descrie o curba vy C o, avand ecuatia vectoriala

(y) : 7 = 7(u(t),v(t)), tel.

Consideram acum toate curbele de pe suprafata o care trec prin punctul
Mjy. Vectorul de directie al tangentei la o astfel de curba este

T (t) =Ty - u'(t) + Ty - V'(2).

Evident, vectorii 7,7, si 7 (t) sunt coplanari.
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Yu o

Yoo

Definitia 11.3.1 Se numeste plan tangent la suprafata o in punctul M
planul ce trece prin M si are directia data de vectorii 7, (ug,vo) $i Ty (uo, v0o)-
Vom nota acest plan cu 7py,.

Propozitia 11.3.1 (i) Daca suprafata o are ecuatia vectoriala T = T(u,v),
(u,v) € D, ecuatia vectoriald a planului Ty, este
F:F(UO,U())+>\FU(UU,’UU)+,U,FU(UU,’UU), Ap€eR
(i) Daca suprafata o are ecuatiile parametrice x = x(u,v),y = y(u,v),

z = z(u,v), (u,v) € D, ecuatia planului Tps, este

z — x(ug,vo) Y —y(uo,v0) 2 — 2z(uo,vo)
Iu(uo,vo) yu(uo,vo) Zu(uo,vo) =0
mU(UO,UO) yU(U’OaUO) ZU(UOaUO)

(13i) Daca suprafata o are reprezentarea explicita z = z(x,y), (z,y) € Dy C
R?, ecuatia planului Ty, este

po(z — o) + qo(y — o) — (z — 20) =0

p 82( ), i 82( )
unde pg = —(z iar qo = —(z .
Po or 0,Y0), do By 05 Y0
(i) Daca suprafata o este data prin ecuafia implicita F(z,y,z) = 0,
(z,y,2) € D3 C R, ecuatia planului Ty, este

Fy (20,90, 20)(z — 20) + Fy(0, Y0, 20)(y — yo) + F=(x0, Y0, 20)(z — 20) = 0.

Definitia 11.3.2 Normalae la suprafata o in punctul My € o este dreapta
perpendiculara pe planul tangent 73/, in punctul M.
Vom nota aceasta dreapta cu njy,.
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Propozitia 11.3.2 (i) Daca suprafata o are ecuatia vectoriala 7 = T(u,v),
(u,v) € D, ecuatia vectoriala a dreptei nyy, este

7 = T(ug,v0) + A[Tu(uo,v0) X Ty(ug,v0)], AER

(ii )Daca suprafata o are ecuatiile parametrice x = x(u,v),y = y(u,v),
z = z(u,v), (u,v) € D, ecuatiile canonice ale dreptei nyy, sunt

x — z(uo, o) _ y — y(uo,v0) _ z — z(uo, vo)

AU B[] C10

(13i) Daca suprafata o are reprezentarea explicita z = z(x,y), (z,y) € Dy C
R?, ecuatiile dreptei nyy, sunt

T—%o _Y—Y _ 22— %0
po = -l
(iv) Daca suprafata o este data prin ecualia implicita F(z,y,z) = 0,
(z,y,2) € D3 C R3, ecuatiile dreptei nyg, sunt

T — 2o _ Y — Yo _ Z =20
Fy(xo0,90,20)  Fylzo,y0.20)  Fz(x0,%0,%0)

Demonstratiile Propozitiilor 11.3.1 si 11.3.2 sunt simple exercitii.

11.4 Prima forma fundamentala a unei suprafete
Fie 0 = s(D) o suprafatd din Ej3, avand ecuatia vectoriald 7 = 7(u,v),
(u,v) € D C R?, cu 7 de clasa C*, k > 1.

Definitia 11.4.1 Se numeste prima forma fundamentald a suprafetei o sau
metrica suprafetei o forma diferentiala

dr? "2 " ds?
Teorema 11.4.1 Metrica ¢ a suprafefei o este o forma patratica pozitiv
definita in diferentialele du gi dv ale coordonatelor curbilinii, care are expresia
¢ = E(u,v)du® 4+ 2F (u,v)dudv + G (u, v)dv?

unde functiile E,F,G : D — R, de clasa C*~1, numite coeficientii metricii ¢,
sunt definite astfel:

E(u,v) =T, = z3 + Yy + 2,

F(U,, U) =Ty Ty = TuZy + YulYv + Zu 2y

G(u,v) :Fg = x% —i—yg +z5
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Demonstratie: Din ecuatia vectoriald a suprafetei o, ¥ = 7(u,v), unde
(u,v) € D, avem dr = Fydu + Fydv. Calculam
2 _ 272 | o — =2 7 2
dr® =7, du” + 2r,7ydudv + 7, dv*,
de unde rezulta
_9 _ _ . _9
E(uav) = Ty F(’U,,U) =Ty Ty $1 G(uav) =Ty
Observam ca pentru forma patratica de mai sus avem
Ty Ty 2 2 2 = o= |2
A=]| _© - :’ru-'r—('r’u-’rv) :HT’UXT’UH >0

Ty ' Ty 72 v

de unde rezultd ci ¢ este pozitiv definita. <

Retinem urmatorul fapt:
A=FEG—F>=|F, xT|*>>0

Observatia 11.4.1 Daca suprafata o are ecuatia explicitd z = z(z,y),

0z 0z

(z,y) € D C R?, notam, ca de obicei, p= ——, ¢ = —.
Ox oy

Coeficientii metricii suprafetei o sunt
E=1+p’, F=p3, G=1+¢
iar metrica suprafetei va avea expresia,
¢ = (1 + p?)dz? + 2pqdzdy + (1 + ¢*)dy?

Ne vom ocupa acum de unele aplicatii ale primei forme fundamentale.

Fie curba y situata pe suprafata o, v fiind data prin ecuatiile parametrice in
coordonate curbilinii v = u(t), v = v(t), ¢ € I. In concluzie, ecuatia vectoriald
a curbei v va fi

(v) : 7 =7F(u(t),v(t)), tel

Fie doua puncte M; € y(t1 € I), My € y(ta € I).

Vom calcula lungimea arcului 4 = 7y|p, 0, de pe curba v determinat de
aceste doua puncte. Utilizam

to
I7) = / 17 (8) |t = w Ydt

si obtinem:
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Propozitia 11.4.1 In conditiile de mai sus, avem:

- t du\? du dv dv
_/tl \/E(u,v) <E> +2F(U’U)E$+G(u v) <dt> dt

Sa analizam acum cazul in care 7y este o curba de coordonate pe o.
Pentru v = vy = constant obtinem curba

(Yoo :{ u) =t oy

v(t) =wvy ’

(Am considerat ca D este de forma D = U x V.) Conform Propozitiei 11.4.1

avem
(7U0|M1M2 \/ UU dt

Pentru v = uy = constant ob‘ginem curba
u(t) = ugp
)i { U0 e
iar lungimea arcului se calculeaza astfel:

('7u0|M1Mz = VG UOa dt

Definitia 11.4.2 Fie doud curbe vy, 2 situate pe suprafata o ce au un punct
comun My. Unghiul dintre curbele y; si 9 in My este unghiul 6 format de
tangentele la cele doud curbe in My. Spunem ci 7 si v sunt ortogonale in
punctul My daca cosf = 0.

Propozitia 11.4.2 Fie curbele (1) : 71 = T(u1(t), vi(t)), t € I §i(y2) :Ta =
T(ua(s), va(s)), s € J astfel incat My(uo,vo) € y1 Ny2, wo = uq(to) = u2(so),
Vg = Ul(to) = UQ(S()), to €T si sy € J.

Unghiul curbelor v, si o in My se determind astfel:

duy dus duy dva dvy dua dvy dva
Ey + Fy ( + ) + Go o v

dt ds dt ds dt ds
cosf =
du1 duy dv1 dv1 duz dus dva dvay
\/EO 2+ 2R GGt \/E 24 2R GG + Go()?

unde Ey = E(ug,v0), Fo = F(uo,vo) si Go = G(ugp,v0).
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Demonstratie: Vectorii de directie ai tangentelor in punctul M, la
curbele y; respectiv v sunt

dry _ oo dun o dn
a Y odt " dt
dro _ s o dv
ds % ds TV ds
iar unghiul format de aceste drepte se calculeaza cu formula
dry dry
_ dt  ds
T e
dt ds

Inlocuim si obtinem formula din enunt. <
Observam ca in cazul curbelor de coordonate v, §i v, formula de mai sus

devine
F(ug,vo)

\/E(UU, ’UU)G(UU, ’UU)

iar reteaua curbelor de coordonate de pe suprafata o este ortogonald daci si
numai daca F(u,v) =0, V (u,v) € D.

cos O =

Definitia 11.4.3 Fie suprafata o avand ecuatia vectoriala 7 = 7(u,v),

(u,v) € D gi fie un punct M (u,v) € o. Se numeste element de arie al suprafetei

o in punctul M aria paralelogramului construit pe vectorii 7, du si 7,dv.
Notam elementul de arie cu do.

Observatia 11.4.2 (i) Folosind interpretarea geometrica a produsului vecto-
rial obtinem:

do = ||[Fudu x Fydv|| = |[Fy X Ty ||dudv = VAdudv = v/ EG — F2dudv
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(ii) Daci suprafata o are ecuatia explicitd z = z(z,vy), (z,y) € Dy C R?,
elementul de arie va avea expresia

do = /14 p? + ¢?dzdy.
(Am utilizat aici Observatia 11.4.1.)

In cadrul cursului de Analizd& matematicd se demonstreaza teorema
urmatoare:

Teorema 11.4.2 Aria unei portiuni de suprafatd o' C o se calculeazd cu

ajutorul integralei de suprafatda do.
o—l

11.5 A doua forma fundamentala a unei suprafete

Consideram suprafata ¢ = s(D) din Ej3, avand reprezentarea vectoriala
(o) : 7 =7(u,v), (u,v) € D, unde 7 este de clasi C*, k > 2.
Fie m versorul normalei la suprafata ¢ intr-un punct arbitrar. Conform
Definitiilor 11.3.1 i 11.3.2 vom avea:
_ Ty X Ty Ty X Ty
n = — — =
7w X T | VA
Definitia 11.5.1 Se numeste o doua forma fundamentald a suprafetei o
forma diferentiala

¥ = —dF - dn.

Teorema 11.5.1 A doua formd fundamentala a suprafetei o este o forma
patratica in diferentialele du si dv ale coordonatelor curbilinii, care are expre-

sia
Y = L(u,v)du? + 2M (u,v)dudv + N (u,v)dv?,

unde functiile L, M,N : D — R, de clasqc C*~2, numite coeficientii celei de-a
doua forme fundamentale, sunt definite astfel:

L(U,U) =Ty Ny =N Ty ﬁ(ﬁu,?va?uu)
1
M(U,U) =Ty Ny = —Ty Ny =N - Tyy = —A(FvaaFuv)
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Demonstratie: Utilizam Definitia 11.5.1, in care inlocuim
dr =Tydu +7ydv si dn = ndu 4+ ydo
si obtinem
Y = —Fy - Tudu® — (Fy - Ty + Ty - Ty )dudv — T, - Toydv®

Evident » 1 7, sin L 7,, ceea ce implican -7, = 0 gi -7, = 0. Derivam
u s (2] Uu = v
prima egalitate in raport cu v si cea de-a doua in raport cu u gi avem:

Moy T+ 70 Ty = 0
Ny Ty +MN Ty =0
Deoarece T, = Ty, rezulta cd my, - 7y = Ny - Ty
Pe de alta parte, n L 7, sin L 7, implica n - dr = 0, in consecinta
d(m - dF) = 0 sau, echivalent, dn - dF + 7 - d°7 = 0.
Din aceasta egalitate gi Definitia 11.5.1 obtinem
¢ =—dr-dn=n-dT
Calculam acum d’7 :
&7 = d(Fudu + Tpdv) = Fuydu? + 2F ypdudv + Ty dv? + Fyd?u + 7yd?v
si inlocuim In expresia formei patratice 1 :

=T dF =7 - Fyudu® + 27 - Fupdudv + 71 - Fppdv? + 7 - Fyd?u + 71 - Tpd?v.

Remarcam faptul ca ultimii doi termeni sunt nuli.
In acest fel, am obtinut urmatoarele egalitati:

Tu XT 1
L(uav):_Fu'ﬁu:ﬁ'Fuu:M'Fuu:—(FU7FU7Fuu)
VA VA
1 _ _ o
M(u,v):—E(ru-nu-i—m-nu):—ru-nvz—rv-nu:n-rw:
T . _
= ﬁ(rua""varuv)
1

N(Uav) =Ty Ny =N Tyy = —(FuaFUaFUU)

VA

ceea ce completeazd demonstratia teoremei. <
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Observatia 11.5.1 Retinem egalitatea 1) = 72 - d°F, obtinuta in demonstratia
Teoremei 11.5.1.

Observatia 11.5.2 Fie suprafata (o) : z = z(z,y), (z,y) € Dy C R%. Cu
notatiile

0z 0z 0%z 0%z 0%z

= — = — r = —-—: S = — t = —F
P=5s 1 oy’ ox?’ 0xdy’ 0y?
expresia celei de-a doua forme fundamentale va fi urmatoarea:

rdz? 4 2sdxdy + tdy?
V1+p?+¢?

Remarcam faptul ca prima forma fundamentald ¢ este o forma patratica
pozitiv definitd, in timp ce a doua forma fundamentald i este nedefinita.
Discriminantul celei de-a doua forme fundamentale 1 il vom nota in continuare
cud=LN — M?.

P =

11.6 Liniile asimptotice ale unei suprafete

Definitia 11.6.1 Se numesc linii asimptotice ale suprafetei o acele curbe si-
tuate pe suprafata o de-a lungul cirora cea de-a doua forma fundamentald se
anuleaza.

Teorema 11.6.1 Pe suprafata o, avand ecuatia vectoriald ¥ = T(u,v),
(u,v) € D, exista doud familii de linii asimptotice, de ecuatie

du  —M=£V=S
dv L '

Demonstratie: Fie v C o o linie asimptotica; de-a lungul curbei v avem
1 = 0. Folosind Teorema 11.5.1 obtinem ecuatia

Ldu? + 2Mdudv + Ndv®> =0

sau, echivalent,

du\ 2 du
L|— 2M— + N =0
<dv> + dv+

Rezolvam aceasta ecuatie si gasim

du —M+VM? - LN

dv L
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Inlocuim acum § = LN — M2. &

Printr-un punct My(ug,v9) € o trec doua linii asimptotice, cate una din
fiecare familie. Natura liniilor asimptotice ale suprafetei o depinde de semnul
discriminantului § al celei de-a doua forme fundamentale.

Daca liniile asimptotice sunt reale distincte (6 < 0), My se numeste punct
hiperbolic. Daca liniile asimptotice prin My sunt confundate (§ = 0), My se
numeste punct parabolic. Daca liniile asimptotice sunt imaginare (6 > 0),
atunci M, se numeste punct eliptic.

Orice punct My(ug,v9) € o pentru care L(ug,v9) = M(up,v9) =
N (ug,vp) = 0 se numeste punct planar. Punctele unui plan sunt puncte planare

si reciproc.
E(UU ’UU) F(UO, U())
Un punct My(ug,v9) € o pentru care ————— = ——1 = =
( ’ ) L(UO,U()) M(UO,U())
G (ug, v 1
M not ~ se numegte punct sferic.
N(ug,v0) @
Observam ci intr-un astfel de punct avem § = LN — M? = a?(EG — F?) =
a’A > 0, deci orice punct sferic este un punct eliptic. Orice punct al unei sfere
este sferic si reciproc.

Are loc urmétoarea teorema de caracterizare a liniilor asimptotice:

Teorema 11.6.2 Fie v o curba situata pe suprafata o.

v este linie asimptotica a suprafetei o dacd $i numai dacd in orice punct
M € v planul osculator wys al curbei v in M coincide cu planul tangent Tpp
la suprafata o in M.

Demonstratie: Fie suprafata o avand ecuatia vectoriala (o) : 7 = 7(u, v),
(u,v) € D si fie o curba «y de ecuatii v = u(t), v =wv(t), t € I.

7 = ” Presupunem ca 7y C o este linie asimptotica, adica de-a lungul lui v
avem v = 0. Din Observatia 11.5.1 obtinem 7 - d°F = 0, deci 7 L d*7.

Pe de altd parte, m 1 7, si @ L 7,. Rezultd ci d’7 este in acelagi plan cu

. . d’7
Ty Sl Ty si acelasi lucru putem spune despre o
In acelasi ti ave dr g G L A concluzie r este, de
n i tim vem — = 7, - — + 7, - —, In concluzie —
3 HHD, ac T e ar

asemenea, in acelasi plan cu vectorii 7, si 7.
dr . d*r
dt dt?

Insa 7, si 7, sunt vectorii de directie ai planului 7,7, iar sunt

vectorii de directie ai planului wyy.
Deducem ca are loc egalitatea wys = 7ar, ¥V M € 7.
7 &7 Presupunem acum ca wys = Ty, V M € 4.
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dr . d°F

Vectorii 7y, 7y, o si p75)

d*7
vor fi liniar dependenti, deci <Fu,ﬂ, E;‘) =0.
2—

o _ . _ r - _ .
Din 7 =7, X 7, obtinem n L gl deci 7 - d*7 = 0, sau echivalent,

Ldu? + 2Mdudv + Ndv? =0

In concluzie, -y este linie asimptoticd a suprafetei o.

11.7 Curbura unei curbe pe o suprafata

Fie 0 o suprafatd din Fs3, avand ecuatia vectoriala (o) : 7 = 7(u, v), (u,v) €
D, unde 7 de clasid C*, k > 2. Fie ¥ C o o curbi datd prin ecuatiile parametrice
in coordonate curbilinii () : u = u(s), v =wv(s), unde s € [0,1(y)], |7 (s)] =
1. Presupunem ca in orice punct al curbei « exista planul osculator.

Fie M € v un punct arbitrar. In acest punct consideram:

- planul tangent 7, si normala nys la o

- tangenta ¢, normala principala pys si binormala by la y

- planul osculator wys si planul normal vy la 7.

Notam cu 6 unghiul dintre normala njs la suprafata o in punctul M gi
normala principala pjs asociata curbei v in M si gy = s Ny
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Versorii reperului Frenet-Serret asociat curbei v in punctul M sunt notati,
ca de obicei, cu T, N, B, versorul normalei n,; este n iar versorul dreptei gas
este g.

1
Teorema 11.7.1 Curbura k = = a curbei v C o intr-un punct M € vy
verifica relafia:

cos 0 B Ldu? + 2Mdudv + Ndv?

k- cosf = = .
€08 R Edu’ + 2Fdudv + Gdv?

Demonstratie: Fie (v) : 7 =7(u(s),v(s)), s € [0,1(7)], ||7(3)|| = 1. Din
Teoremele 11.4.1 si 11.5.1 si Observatia 11.5.1 avem:

_ d*F d (dr -
Yo (Y
o a2 T Mas\as) "

Conform Teoremei 10.5.2 avem T =k - N, de unde rezulti

BT =k N =k ||| - [V]| - cosf = k- cosd = <22 ¢

Observam ca doua curbe 7; si 2 de pe suprafata o, care trec prin punctul
M gi au aceeasi tangenta si acelasi plan osculator in M (unghiul @ este acelasi,
pentru y; si 72), au aceeagi curburd in punctul M. In consecinta, curbura
curbei v in punctul M este egala cu curbura curbei ¥ = 0 Nwys in punctul M.

Sa consideram vectorul k = k - N, numit vectorul de curbura al curbei y
in punctul M. Descompunem acest vector dupa directiile vectorilor 7 si g.

ny
pPm
Fatoo F— kN
n o4 N
o N
y . R
g % gm

Y

Eg si g sunt coliniari, deci 3 k; € R astfel inat Eg = kg - g. De asemenea
1 k, € R astfel incat k, = k,, - 7.

Observatia 11.7.1 Are loc egalitatea k; + k2 = k2.
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Definitia 11.7.1 k, se numeste vectorul curburd normald asociat curbei vy in

. 1
punctul M, k, este curbura normald in M, iar R,, = — este raza de curburd
n
normala in M.

kg se numeste vectorul curbura geodezica asociat curbei vy in punctul M,

. 1 .
kg este curbura geodezica, iar Ry = T este raza de curbura geodezica in M.
g

Propozitia 11.7.1 In conditiile de mai sus, are loc formula (Meusnier)
k, =k-cosf

Demonstratie: Prin definitie, k, = &, - 7.

Pe de alti parte avem k,, = prgk = (k-n) -n= (k- N-7) -7 =
=k-||N||-|n|-cosf-7n=FK-cos@-n.

Din cele doua egalititi deducem k, =k - cosf.

Observatia 11.7.2 (i) Pe baza Teoremei 11.7.1 si a Propozitiei 11.7.1
obtinem
_ Ldu? + 2Mdudv + Ndv?
" BEdu? + 2Fdudv + Gdv?

(ii) Toate curbele de pe suprafata o care trec prin punctul M si au aceeasi
tangentd in M vor avea aceeasi curburd normalad in punctul M.

(iii) Liniile asimptotice ale unei suprafete o sunt curbele de pe o de-a
lungul carora curbura normald se anuleaza.

Fie v, planul normal la suprafata ¢ in punctul M care contine tangenta ts
asociata curbei v in M. Fie 7, = v, No. Vom numi curba (plana) -, sectiunea
normala a curbei v in punctul M.

Din Propozitia 11.7.1 gi Observatia 11.7.2 (ii) obtinem:

Propozitia 11.7.2 Curbura normala ky, a curbei v C o in punctul M gi
curbura kg, a sectiunii normale vy, a lui v in M wverifica egalitatea

|kn| = |ksn|
11.8 Curbura totala si curbura medie a unei
suprafete

Fie M un punct de pe suprafata o, fie v un plan normal arbitrar la ¢ in
punctul M si v = o Nv o sectiune normala arbitrara in M.



174 Algebra liniara, geometrie analitica gi diferentiald

Teorema 11.8.1 Multimea {k,} a curburilor normale ale curbelor de pe
suprafata o care trec prin punctul M are doua valori extreme, k"™ si k',
care sunt radacinile ecuaties

A-k2—(EN —2FM +GL) -k, +6 = 0.

Demonstratie: Fie curba v data prin ecuatia explicitd in coordonate
curbilinii (y) : v = ¢(u), u € I. Avem dv = ¢'(u)du si notim

dv ,
= = =\
A D

Din Observatia 11.7.2(i) obtinem

_ L+2MX\+ NX?
" E42FA+GA?

Gasim punctele de extrem ale functiei k, = k,(\). Conditia k,(A) = 0
implica

(M + NX)(E +2FX + G)\?) — (F + G\ (L +2MX 4+ N)X?) =0

sau, echivalent,
M+ NX  L+2MA+ NN
F+G\N E+2F\+G)\2

de unde rezulta

_ M+NX  L42MX+NX—-XM+NX) L+ M)

fp = - _
F+G\ E+2FA+GX—XF+G))  E+FA

De aici gasim
kn—M  E-k,—L

e I
- N-G-k, M-—F-k,

ceea ce implica
(EG — F*)- k2 — (EN —2FM + GL) -k, + (LN — M?) =0
Inlocuim A = EG — F2 i § = LN — M2. $

Definitia 11.8.1 k7" si k% se numesc curburile principale ale suprafetei
o in punctul M.
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Definitia 11.8.2 Se numeste curbura totala (Gauss) a suprafetei o in punctul
M € o numarul _
K (M) = k1in - ke
iar numarul )
H(M) = 3 (" + K7)

se numeste curbura medie a suprafetei o in punctul M.

Observatia 11.8.1 Din Teorema 11.8.1 obtinem

§ LN — M?
K(M)_K_EG—W

1 EN —2FM +GL
H(M) ==
(M) 2 EG — F?

Observatia 11.8.2 Fie (o) : z = 2(z,y), (7,y) € Dy C R2. Folosind notatiile
din Observatia 11.5.2, formulele de calcul pentru curbura totald respectiv
curbura medie sunt urmatoarele:

rt — s2
KO0 =y ap
(M) _ 1 (L+p)t—2pgs + (1 4+ ¢°)r
2 (1+p? +¢2)3/2

11.9 Liniile de curbura ale unei suprafete

Planele normale la suprafata o intr-un punct M al suprafetei o corespun-
zatoare curburilor principale k" si k" intersecteaza planul 73, tangent la
o in M dupa doud drepte, care se numesc directii principale in punctul M.

Definitia 11.9.1 Se numesc linii de curbura ale suprafetei o curbele situate
pe o cu proprietatea ca tangentele in orice punct sunt directiile principale.

Teorema 11.9.1 Fie suprafata o de ecuatie vectoriala 7 = 7(u,v), (u,v) €
D C R%. Pe suprafata o existd doud familii de linii de curburd, a cdror ecuatie
este

dv? —dudv du?
E F G |[=0
L M N

Printr-un punct My(ug,v9) € o, care nu este planar $i nici sferic, trec
doua linii de curbura, cate una din fiecare familie; cele doud linii de curbura
sunt ortogonale.

Fara demonstratie.
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11.10 Liniile geodezice ale unei suprafete

Reamintim ca vectorul curbura geodezica asociat unei curbe v de pe
suprafata o, intr-un punct dat, are expresia k, = k; - g, k; fiind curbura
geodezica.

Teorema 11.10.1 Curbura geodezica kg a unei curbe v C o,
(7) s u=u(s), v="0(s), s € [0,U()], [7(s)] =1
intr-un punct M € ~y, verifica relatia
kg = (Fa %a ﬁ)

n fiind versorul normalei la suprafata o in punctul M.

Demonstratie: Dink, = prgk = (k-g)-g = (k-N-g)-g avem k, = k-
Confoim Teoremei 10.5.2, k- N = T = 7. Obtinem kg = T X
rnT)=(rn7)=(7n).
Definitia 11.10.1 Se numesc linii geodezice ale unei suprafete o curbele de
pe suprafata o de-a lungul carora curbura geodezica este nula.
Teorema 11.10.2 Fie suprafata o de ecuatie vectoriala

(0) : 7 =7F(u,v), (u,v) €D CR.

Ecuatia liniilor geodezice ale suprafefei o este

(dF,d*F,m) = 0
sau, echivalent,
de dy dz
d’z d’y d’z | =0
A B (C

unde A, B,C sunt minorii cu semn ai matricei u Yuo Fu)
Ty Yv 2o

Fara demonstratie.

Liniile geodezice ale unei suprafete au proprietatea remarcabild ca
lungimea unui arc de linie geodezica v C o intre doua puncte M, M> € v
este mai mica decat lungimea oricarui arc de curba de pe o ce trece prin M;
§1 MQ.

Geodezicele unui plan sunt segmente de dreapta, iar pe o sfera geodezicele
sunt arce situate pe cercurile mari ale sferei.
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